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は し が き 


高校 数 学 の 新しい カリ キュ ラム に 合わ せ て 編 ま れ た 本 書 “大 学 
へ の 数 学 [ニュ ー ア プロ ー チ ” は , 題名 が 示す よう に , 二 つ の 旗 
印 を 揚げ て いる . 

その 第 一 は , 数 学 に 関し て , 大 学 受験 で の 難関 突破 に 自信 が も 
て る 学力 を , 将来 の 発展 に つなが る 正統 的 な 勉強 に より 身 に つけ 
よう と する 真 琶 な 諸君 の お 役に立つ こと で ある . 

第 二 に , その よう な 高 ぃ 水準 に 到達 する た め の 読 者 の 負担 や 苦 
痛 が 最小 化 さ れる よう に , そう し て 読者 の 資質 が 効率 よく 引き 出 
され る よう に , 題材 の 精選 お よび 表現 の 工夫 を 新た に し た 点 で ニ 
ュー アプ ロー チ ( 新 し い 近 づき 方 ) で ある . 

一 流 の 大 学 一 そこ で は 現代 数 学 の 研究 者 で ある 教授 達 が その 
見 識 に 基づい て 数 学 の 出題 を 行なう 一 一 の 入試 に 関し て は , 高校 
数 学 の 範囲 で あっ て も , 浅 薄 な 「 技 」 や 「 術 」 に 終始 する こと な 
く , 正統 的 な 理論 を 理解 し , 筋目 の た だ し い 問 題 解 決 力 を 身 に つ 
ける こと が 成功 へ の 王道 で ある . また , こう し た 勉強 が , 理科 系 
の みな ら ず 文科 系 の 諸 専 門 に 進む 場合 に も , これ か ら の 社会 に お 
いて 重視 され る 数 学 的 な 知性 の 育成 に つなが る は ず で ある . 

* 東 大 へ の 解析 1 , 解析 IL” と 呼ば れ た 頃 か ら の 前 身 を 辿れ ば , 
大 学 へ の 数 学 レ リー ズ は すでに 40 年 に 余る 歴史 を 持っ て いる . そ 
の 間 , 高校 カリ キュ ラム の 変更 や 入試 の 実態 の 変遷 に 応じ た 改善 
・ 改 訂 の 努力 は 絶え ず 払 われ て きた の で ある が , 幸い に , 大 学 へ 
の シリ ー ズ に こめ た , “正統 的 な 勉学 に よる 実力 の 育成 を " と の 我 
々 の 主張 は , 進学 校 の 真剣 な 先生 方 の 評価 , お よび , 気力 と 志 に 
富ん だ 高校 生 ・ 受 験 生 の 支持 を 一 貫 し て 受け 続け た の で ある . こ 
の 伝統 的 な 長所 は 今回 の シリ ー ズ で も 確保 し た つも り で ある . 

と は いえ , 共通 テス ト (セン ター 試験 ) が 高校 生 の 心配 事 と し 
て 先行 する 現実 の も と で は , 理論 体系 に 忠実 な あま り に 難 行 苦行 
を 若い 諸君 に 強い る こと は 酷 で ある . また , 数 学 の 優れ た 資質 を 
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備え た 生徒 の な か に も , 最初 か ら 完 璧 な 学習 を 期す より は 大 要 を 
先 に 理解 し て 後に 知識 の 掘り 下げ に 務め る の が 大 成 の 道 で ある タ 
イプ が 少な く な い . ニュ ー ア プロ ー チ か ら 入 る の が 適切 な 場面 の 
ー つ で ある . さら に , 近年 。 視覚 的 な 情報 摂取 へ の 傾斜 が 著しい 
今日 , 中身 が 濃い 内 容 を 従来 の 形 で ビッ シリ と 記載 し た ペー ジ 作 
り を し た の で は , 現代 風 な 体裁 に な れ た 読者 を 閉口 させ る こと に 
な ろう . この よう な 趣旨 か ら ,“ ニ ュー アプ ロー チ ” で は , A 篇 の 
大 幅 な 簡素 化 , 活字 の 改善 。 視覚 的 な 紙面 作り , 発展 的 材料 の 巻 
末 章 へ の 分 離 な ど を 行っ て いる . 問題 篇 で ある B 篇 で は , 従来 の 
スタ イル を 踏 襲 し つつ 。 指導 要領 の 改訂 の 趣旨 と 最近 の 入試 の 動 
向 を に らん で 問題 を 更新 ・ 追 加 し た . 

さら に 本 書 の 内 容 に つい て 特筆 し て お くべ きこ と は , 指導 要領 
の 規定 する 数 学 1 の 内 容 を 超え て , 数 学 A の 単元 で ある 「 数 と 式 」 
の 解説 の 章 を 設け た こと で ある . その 理由 は , 数 と 式 に つい て の 
初歩 的 で あっ て も 体系 的 な 知識 は , “ 先 を 目指 し て "高校 数 学 を 学 
習 す る 生徒 諸君 に と っ て 最初 の 段階 か ら 必須 で ある こと に よる . 


最後 に , 著者 の 陣容 に 表 だ っ て 名 を 連ね て は いな い が , 本 書 の 
完成 に 対し て , 学識 と セン ス に 基づい て 大 き な 寄 与 を され た 渡辺 
浩 博 士 , 若手 の 活力 と 造語 を 活か し て 重要 部 分 を 担わ れ た 乙 藤 隆 
史 さ ん (東京 工大 ), 元 木 稔 さん ( 海 城 学園 高校 ) に 感謝 し た い . 
また , この 機会 に , 社会 の 命運 に 関わ る 数 学 教育 の 重要 性 を 的 確 
に 認識 し , 正統 な 数 学 の 学習 を 支援 する 参考 書 の 刊行 と いう 難 事 
を 多年 に わた っ て 遂行 し て 来 ら れ た , 研 文 書院 と その 代表 者 飯塚 
信之 氏 に 敬意 を 表す る も の で ある . 


1994 年 春 


本 書 の 特色 


本 書 は , 極め て 個性 の 強い 参考 書 で ある が , その 個性 を 短く ま 
と め る な ら , 
基礎 理論 の 解説 ・ 基 本 概念 の 説明 に 際 し て は , 大 学 の 立場 に 
立っ て 見 て も お か し く な い ,。 きち ん と し た も の を 与え 
問題 演習 騙 に お いて は , 真 に 取り 組む 価値 の ある 良 問 を 理論 
的 教育 的 配慮 に 基づい て 体系 的 に 精選 ・ 新 作 し 。 また < な 
ぜ そ の よう に 解く か > が 伝わる よう な 解答 ・ 解 説 を つけ た . 
と いう こと で ある . さら に 。, 検定 教科 書 の 平板 な 叙述 に 飽き た ら 
な い 読 者 の た め に , 
上 級 の 理論 を 視野 に 入れ た 発展 的 解説 を も りこ ん だ 
の も , 他 書 に な い 特 徴 で あろ う . 


本 書 の 利用 法 


1 A 基 礎 篇 で 知識 を 整理 し た 後に 。 B 篇 の 演習 問題 を 解く の が 
普通 の 学習 の 順序 で あろ う が , 必ず し も これ に こだわ る 必要 は 
な い . 現在 の 力 に 応じ て , 解け そう な B 篇 の 問題 か ら 手 を つけ 
る の も 良い 方 法 で ある . 

2” B 演 習 問題 の 学習 の 理想 的 な 形 は 。 まず 独力 で 問題 を 解き , 
その 結果 を 本 書 の 解答 と 比較 検討 する こと で ある . し か し , 読 
者 の 現在 の 実力 に よっ て は , まず , 本 書 の 解 を 熟読 理解 し , 同 
じ 問 題 に 再び 接し た と き に 独力 で 解け る よう に な る こと を 目標 
と する の も , 考え られ る 使い 方 の 1 つ で あろ う . 

3 今回 の 指導 要領 で は , 高校 数 学 全体 の 基本 部 分 を な す 「 数 と 
式 」 と いう 単元 が , 数 学 T か ら は ず さ れ , 数 学 A の 選択 単元 の 
1 つと し て 扱わ れる こと に な っ て いる . し か し , 大 学 入試 を 視 
野 に 入れ た 勉強 を 志す も の に と っ て , こ の 行政 的 決定 は , 非 効 
率 の 足かせ で し か な い . 読者 は , で きる だ け 早 い 時 期 に , 可能 
な ら , 適当 な 指導 者 の も と で , 本 書 第 5 章 の 内 容 を 一 通り 理解 
する べき で ある . 
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| 」81 二 次 関数 〔 


回 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 


> 時 記号 げ ( ), 定義 域 ・ 値 域 | 
関数 の グラ フ 


ーー| ? 次 関数 上 | 平方 完成 


| グラ フ の 対称 軸 ・ 頂 点 | 全て 二 中 
| グラフ と * 軸 と の 共有 点 | | 


解 の 公式 
解 の 判別 
解 の 定義 一 具体 的 解法 | 」 


クタ 3$1 二 次 関数 
人 AA].] 関数 と その グラ フ 


中 学 で は , 正 比例 と いう . 最も 基本 的 な 関数 関係 か ら 出発 し , 
2 年 生 で は , 
? 三 gz 十 め (2, 2 に 定数 ) 
と 表 さ れる 1 次 関数 を , 3 年 生 で は , = テ gy” で 表 さ れる 関数 ま 
で 学ん だ . 1 次 関数 に つい て の 学習 は 次 の よう に 要約 され る . 


1 次 関数 y ヵ ニ Z* 十 の の グラ フ は , 
1 生 人 の 


ヶ 切片 が 5 
の 直線 で ある . 


本 章 で は , 1 次 関数 を 一 段階 だ け 複 雑 化し た 2 次 関数 の 一 般 
論 を 学ぶ が , そ の 前 に く 関数 と は 何 か > < グラ フ と は 何 か > と いう 
根本 問題 に つい て 復習 し , 理解 を 深め て お こう . 本 格 的 な 話 は , 
数 学 II に 譲り , 本 書 で は ' 古 典 的 立場 ' か ら 関数 の 定義 を 考え る こ 
と に する . 


I. 関数 の 古典 的 定義 
た と えば , シャ ボン 玉 を ふく ら ま せ て いる と き , シャ ボン 玉 
が 完全 な 球 で ある と し て , 半径 を ァ , 表面 積 を y と お く . 空気 
を 送り 込ん で ,。 シャ ボン 玉 が 大 きく な っ て いく と 。 ヶ も ヶ も 増 
大 し て いく が , これ ら の 間 に は , つね に 
/ 三 4zy* 
と いう 関係 式 が 成り 立っ て いる . この よう 


に 


[定義 ] 2 つの 変数 xy。 ヶ の 間 に , ある 
特定 の 関係 が あり , z の 値 を 決め る と , 


ヶ の 値 も 決ま る と き ,。 〉 は ヶ の 関数 で 
ある と いう . 


$1 A 篇 (基礎 理論 ) 3 


1" ?。 み は 一 般 に いろ いろ な 値 を と りう る 文字 , すなわち 変数 で 
ある か ら , その 気分 を 出す た め に , 上 の 定義 の 「 ァ > の 値 を 決め る 
と , ヶ の 値 も 決ま る 」 と いう 部 分 を 「 ァ の 値 が 変わ っ て いく っ 
れ , これ に と も な っ て ヶ の 値 も 変化 する 」 と 表現 する こと が ある . 
し か し , ヶ の 値 が 変わ っ て も , ヶ は つね に ある 定数 値 を と る , と 
いう も の も , 関数 の 仲間 に 入れ た いこ と も あっ て , 正式 な 定義 で 
は 「 変 化す る 」 と いう 表現 を 避け て 「 決 まる 」 と いう 言い 方 を す 
る の で ある 。. 

な お , ヶ の 値 が いつ も 一 定 で ある 関数 の こと を 定数 関数 と い 
2 


2" 24zy” の よう に , ヶ が > の 関数 で ある と き に は , 》2 は ヶ の 式 
で 表 さ れる こと が 一 般 的 で ある . 
そ と で , この 式 を , 7(Z) と いう 記号 で 表 チ . 
式 /() に お いて , x の 値 が xy ニー? で ある と き , その 値 を 7(2) 
と 表す . 
プア (?) 三 z* 十 1 と すれ ば 
7(1)=1? 二 1=2, 7(5)=5? 二 1= ニ 26, 7(2) ニ 〆 十 1 


3" 中 学 で 学ん だ 1 次 関数 と は , この (>) が > の 1 次 式 で ある 場 
合 で あっ た . これ か ら 学 ぶ 2 次 関数 と は , (>) が , 
げ (z)=3z*ー5z 十 1 
の よう な 2 次 式 に な る も の で ある . 


4” 6 に 対す る 関数 の 値 を , 
ァ ー6 に お ける 関数 値 
(ある い は , 点々 に お ける 関数 値 ) 
と も いう . し た が っ て , (2) は > テニ 2 に お ける 関数 値 を 表す こ 
と に な る 。. 


IL. 関数 の 定義 域 ・ 値 域 
関数 ヵ ニ 7(z) に お いて 変数 は 。 すべ て の 値 を と りう る と 


は 限ら な い . た と えば 反比例 の 関数 を 表す 関数 ーー に お 


いて ,。 ァ は ,。 0 を 値 と し て と る こと は な い . ま た, いわゆる 応 
用 問題 で は , 問題 の 意味 か ら , 変数 の と りう る 値 の 範囲 に 制限 


ぞ 


1 
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を 設け る べき で ある こと も 多い . (た と えば , シャ ボン 玉 の 例 
で は , 球 の 半径 ァ は , >>0 を 満た す も の で な く て は な ら な 
い . 当然 。 ァ > に は 上 の 限界 も あろ う .) この よう に 


[定義 ] 関数 pー/(>) に お いて , 変数 * の と りう る 値 の 
範 団 を , この 関数 の 定義 域 と いう . 


高校 数 学 の 範囲 で は , 特別 の こと わり 書き が な い 限 り , 関数 の 
定義 域 は 実数 全体 (A5.1 参照 ) (ちる い は , 式 が 意味 を も つよ うな 
数 の 全体 ) で も わる こと が 多い の で , 定義 域 に つい て ふだん は あま 
り 神 経 質 に な る 必要 は な い . そん な こと も あっ て , 定義 域 を 明示 
する 必要 が ある 場合 で さえ , 定義 域 を 表す た め に , た と えば , 


4zz* ( ァ >0) 


の よう に , 関数 を 表す 式 の 横 に 括弧 書き で 添え て 書く . さら に , 
( ) も 省略 する と いう 簡略 法 も , 通用 し て いる . 


つぎ に , ヶ の と りう る 値 の 範囲 を 考え よう . た と えば , 関数 
ッ デ *” で は , > が どん な 実数 値 を と っ て も ヵ は 負 に な ら な い 、。 
この よう に , 関数 ヵ ニ f(z) に お いて , た と え , 変数 > の 値 の 
範囲 に 限定 が な い 場 合 で も 関数 の 値 。 つ まり ヶ の と りう る 値 
の 範囲 に 制限 が つく こと が 少な く な い . 


El 


| [定義 ] 関数 y ニ /() に お いて , 変数 w ゅ の と りう る 値 の 


1 


2* 


3" 


| 範囲 を , この 関数 の 値 域 と いう . 


ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ご 


し 例 」 
る . 


[ 例 | 
る 。 


関数 ッ ニ ーz? の 値 域 は 。y ミ 0 を 満た す 実 数 全体 で あ 


関数 ヵ ー ァ *。 > 生 3 の 値 域 は 。 ヶ =9 と な る 実数 全体 で あ 


関数 の 値 域 に 属す る 数 の うち の 最大 の も の (が 存在 すれ ば , そ 


れ ) を 関数 の 最大 値 と いう . 同様 に , 関数 の 最小 値 と は , 値 域 
に 属す る 数 の うち の 最小 の も の で ある 。. 
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[ 例 ] ヶ 王 2z 十 1 0 ミ ァ ミ 1 の 値 域 は 1 ミ sy ミ 3 と な る 実数 全体 で 
あり , し た が っ て , この 関数 の 
最大 値 は 3 最小 値 は 1 
iC で ある 。 この よう な と き に ) 


max み 王 3。 min ヶ 三 1 
0 ミミ 1 0 ミ て ミ 1 


の よう に 書く こと が ある . 


押 . 関数 の グラ フ 
一 次 関数 に つい て すでに 学ん で きた よう に 。 関数 
ター ア ( ヶ ) 
が 与え られ た と き , 定義 域 に 属す る の 値 を > 座標 と し , その 
と き の 関 数 値 を ヵ 座標 と する 点 (z, ヶ ) を zz 平面 上 に と っ て 
いけ ば yy 平面 上 の 曲線 (特別 な 場合 は 直線 ) が で きる . これ 
を 関数 ? ニ パ ァ ) の グラ フ と いう . 


[定義 ] X を 定義 城 と する 関数 1 
ノー ニア ( の リリ 二 2 


の グラ フ と は , xy 平面 上 の 集合 
((z,。 2) 2 ニア 7(z) か つ >} 
の こと と で ある 。. | 


1” いい か えれ ば , 関数 = ニア (z) の グラ フ と は , ヶ , ヶ 》 に 関す る 等 
式 (>, ヶ に 関す る 方 程 式 と いっ て も よい ) 
ッ ー ア (>) (zー ズ ダ ) 
を 満足 する >, 》 を 座標 に も つ 点 (>, 2) の 全体 で ある . 


2" グラ フ を 描く こと が で きれ ば , 関数 の 値 の 変化 は 一 目 瞭 然 / 
グラ フ は , 関数 の 値 域 や 最大 値 ・ 最 小 値 を 求め る の に , 極め て 有 
効 な 手段 で ある . 
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AA. 中 2 次 関数 


本 節 で は , ヶ が 
ヶ 三 6Z“ 十 ZZ 十 c 
(た だ し , 6, 2, c は 定数 で 。 2 キ 0 と する .) 
と いう 形 で 表 さ れる 関数 。 すなわち ょ の 2 次 関数 に つい て 学ぶ . 
導入 的 な 説明 は 教科 書 に 譲り 重要 な ポイ ント を 拾う こと に する . 


3 2 I. 平方 完成 
2 次 関数 の うち で も っ と も 簡 
単 な 
ヶ 三 の 7“ 
の グラ フ は , 原点 を 頂点 と し , ヶ 
り ー 0 = 軸 を 軸 と する 放物線 で ある . 
図 の よう に , 
g>0 な ら , 上 側 に 開い た 


( 下 に 凸 の ) 形 
g く 0 な ら , 下 側 に 開い た 
3 2 (上 に 凸 の ) 形 
を も つ . 
一 般 の 2 次 関数 
ヶ 三 の ?" 十 z 十 c 
の グラ フ や 性 質 は , この 右辺 を 平方 完成 する こと , すなわち 
g?“ 十 zz 十 c 王 の ( ァ ー の “ 十 
の 形 に 書き か える こと に よっ て , gy” の 性 質 と 結び つけ て 
理解 する こと が で きる . 


1* 平方 完成 の 手順 は , 初め は 難し そう に 見 える か も し れ な い . が , 
慣れ て し まえ ば 何で も な い . 


IL. 2 次 関数 の グラ フ 
一 般 の 2 次 関数 ヵ ー2z* 十 z 十 c の グラ フ は , 原点 に 頂点 
を も つ 2 次 関数 ヵ ー ニ Zzz” の グラ フ を 平行 移動 し た も の で ある . 
平行 移動 の 大 き さ を 知る に は , 
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ター の ァ ー@)“ 十 が 
と 平方 完成 し た 上 で , 次 の 定理 を 用 いれ ば よい 、. 


関数 の グラ フ 
と 平行 移動 


[定理 ] 2, 8 を 定数 と する と き , 
関数 ヵ ニ パ (zー の 十 の グラ フ は 8, 
関数 ? ヵ = ニ 7(z) の グラ フ を 


ァ 軸 の 方 向 に g 
ヶ 軸 の 方 向 に 2 だ け 平 行 移動 
し た も の で ある 。 
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剛 ター ア "ー2 ヶ > は ,。  yー( ァ ー1 ゲ アー1 
と 変形 で きる の で , その グラ フ は 
ター ッ " 
の グラ フ を 
ヶ 軸 方 向 に 1, ヵ 軸 方 向 に 一 1 だ け 平 
行 移動 し た も の で ある . 


2” 上 の 定理 は , 次 の よう に 証明 され る . 
点 ( メ , 也 ) が , 方 程 式 
ター ア ( ァ ー の 士 が 
と 表す 曲線 上 に ある と は ,。 ダ , 也 の 間 に 
アニ (ダー の 士 / 


5 のり 

アー/8= テ ア ( ダ メー の ) 
と いう 等 式 が 成り 立つ こと で ある が ,。 こ 
れ は , 点 (, ) を 軸 方 向 に 一 2 ヵ 
軸 方 向 に 一 2 だ け 平 行 移動 し た 点 
(ダーg,。 アー) が , 方 程 式 

タデ 7( 々 ) 
の 表す 曲線 上 に ある こと を 意味 し て いる . 
つま り , 点 (。 T) は , 曲線 

ター デア ( 々 ) 
上 の ある 点 を , z 軸 方 向 に g, ヶ 軸 方 向 に 2 だ け 平 行 移動 し た も 
の で ある . 


LISAG 詳し く は mo 宮 B.101 


8 $1 二 次 関数 
gーg( ァ ーg パ 十 / 


[まとめ ] 2 次 関数 ヵ ー2( ァ ーg)“ 十 AS 
の グラ フ 


の グラ フ は , 放物線 ッ ニ ZZ” を 平行 移 


動 し て , 頂点 が ,(o。 8) に くる よう に 
し た も の で ある . 


3" し た が っ て , 2 の ァ ーg)“ 十 の グラ フ は , 


頂点 が 点 (@ の 
軸 が 直線 = ゥ e 


で ある よう な 放物線 で ある . 


4" 一 般 の 2 次 関数 
ッ ーg6Z“ 十 の 十 と 
の グラ フ を 描く に は , この 式 を 平方 完成 に より 
タデ バァ ーー の" 十 ガ 


KA 
| と いう 形 に 変形 し , 
1) 2 の 正 ・ 負 
2) 頂点 と 軸 
に 注意 する の が 基本 で ある が , こ 
ー "の ほか に 
3) 切片 が な と で ある (2》 軸 
と の 交点 が 点 (0, c) で あ 
(ec,8) る ) 
こと に 気 を 配る こと も 悪く な い . 
4) 軸 と の 交点 の 座標 は , 
| 人 2 次 方 程 式 
ZZ“ 十 の zz 十 c 三 0 
の 解 で も る か ら , これ が 解 
ー ける 場合 に は , 軸 と の 交 


点 を 求め ある こと も で きる . 
(し か し , z 軸 と の 交点 は 
存在 し な い 場 合 も ある .) 
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臣 . 2 次 関数 の 値 域 と 最大 値 , 最小 値 
2 次 関数 の 値 域 を 調べ る に は , その グラ フ を 考え る の が 基 
本 的 で あり , し か も 得策 で ある . 
グラ フ を 考え れ ば , 定義 域 に 特別 の 制約 が つか な い 2 次 関 
数 
ヶ ー の ( ァ ーo の )* 十 8 
に お いて , 次 の こと が 成り 立つ こと は , すぐ に わか る 。. 


| 2 次 関数 ヵ ー2(zー の * 十 8 (定義 域 は 実数 全体 ) 
に つい て は , 
g>0 な ら ば , ァ > テ @ に お いて 最小 値 ニ 2 を と る 。. 
最大 値 は 存在 し な い . 
2Z く 0 な ら ば , ーーo に お いて 最大 値 三 2 を と る . 
最小 値 は 存在 し な い . 還 
2 次 関数 の 最大 値 , 最小 値 
1" 上 の 人 性質 は , 2 次 関数 の 定義 域 と し て , 実数 全体 を と っ た と き 
の 話 で ある . 定義 域 が 制限 され て いる 場合 に は , 話 は 別 で ある . 


LIM 。B.105。 106, … 


A1. る 方 程 式 の 解 ] 


1 次 方 程 式 3z 二 2 テ 0 や 2 次 方 程 式 * デ ー6 ヶ > 十 5 三 0 の 解法 に 
つい て は 中 学校 で 学ん で いる . し た が っ て , いま さら 方 程 式 の 解 
の 定義 を 述べ る こと も な い は ず で ある が , 「 な ん と な くわ か っ て 
いる 」 こ と と , 「 精 密 に 理解 し て いる 」 こ と は 同じ で は な い 、. 
ここ で は は, 中学 の 復習 を 兼ね て , 方 程 式 の 基本 用 語 を まとめ て 
3 の 
た と えば , 7( ァ >) テッ デー4 ヶ 十 3 と し て 。 ヶ > に つい て の 条件 

7(>)=0 
を 考え る と , この 条件 を 満た す > の 値 は 。 > ヶ テ 1 と ヶ テ 3 の 2 つ 
で ある 語 思 の 中 うつ に , 
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変数 と ヶ を ふく お 等 式 7(z) モ 0 や の … ① 
を , この 等 式 を 満た す ァ の 値 を 求め る と いう 気持 で 見 つめ る と 
き に ,。① を 

を 未知 数 と する 方程式 
と いう . そし て , 方 程 式 を 満た す ァ の 個 々 の 値 を 

方 程 式 の 解 , ある い は 根 
と いう . 
方 程 式 を 解く と は , 方 程 式 の 解 を すべ て 求め る こと で ある 。. 解 
の 集合 を 決定 する こと で ある , と いい か えて も よい . 


1" 方 程 式 ( ヶ ー1)( ヶ ー3) 三 0 の 解 は , 1 と 3 で ある . 
「 方 程 式 ( ヶ ー1)( ヶ ー3) 三 0 を 解け 」 に 対す る 標準 的 な 答 は 


の 王 引 還 ま (は 和夫 の 9 全 記 記 ボボ 折原 ポ 原 末 泊 ee ⑨② 
で ある . これ を 
Se ⑨③ 
と 略記 する 習慣 が ある . 


2” 昭和 47 年 頃 か ら 文部 省 が , 方 程 式 の 解 と いう 用 語 を 強制 し て 以 
来 , 根 (コン ) と いう 語 は , 中 学 ・ 高 校 数 学 か ら 姿 を 消し て いる 
が , 今 で も 外国 で は 根 に 相当 する 語 (英語 で は root) が 多数 派 で 
ある . 


3” 特別 な 方 程 式 で は 解 の 個数 が 無数 に な る こと が ある . 
た と を え ば, 方程式 
0・ ヶ テ 0 
に つい て は , 任意 の 数 が 解 で ある . 
一 方 , 特別 な 方 程 式 は 解 を 持た な い . た と えば , 
ァ 十 1 ニッ 
を 満足 する 数 > は 存在 し な い . し た が っ て , 方 程 式 
の 5 の 
は , 解 を 持た な い . 


4*” 2 つの 方 程 式 7() ニ 0 と 9(>)0 と が , 方 程 式 と し て 同値 で 
ある と は , 
方 程 式 (>) ニ 0 の 解 の 集合 と 方 程 式 2(z)= ニ 0 の 解 の 集合 が 
一 致す る 
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こと で ある . た と えば , ァ “ー0 と 0 は 方 程 式 と し て 同値 で あ 
る 。 とれ を 
の < 三 (0 を ー*z 三 0 

の よう に 表す . 

与え られ た 方 程 式 の 項 を 移 項 し た り , 両辺 に 0 で な い 数 を 掛け 
た りす る 操作 は , 方 程 式 の 同値 変形 で ある . 

「 方 程 式 を 解く 」 と は , 与え られ た 方 程 式 を 。 最 も 単純 で 同値 
な 方 程 式 に 変形 する こと に ほか な ら な い . た と えば 


靖夫 Ca 9 
2 3 6 


ーー タ ーー の 


人 A1.2⑳ 1 次 方 程 式 ] 


2,。 ら を 与え られ た 定数 (z キ 0) と し て , 未知 数 > に つい て 
< 十 め 三 0 
と いう 形 で 与え られ る 方 程 式 を , 1 次 方 程 式 と いう . 


1 次 方 程 式 Z ヶ +5 王 0 の 解 は ェ ーー テ で ある . 


方 程 式 2z 十 62 三 0 に お いて ,g テ 0 の 場合 は 少し 難し い . す な 
わ ち 
1 ) 2 三 0 で 2 キ 0 な ら ば , 解 は 存在 し な い . (不能 ) 
ii ) 2 一 0 で さら に 2 一 0 な ら ば , 解 は 任意 の 数 で ある . 
(不定 ) 


AA1. 避 2 次 方 程 式 の 解法 ] 


の 6, の, c を 与え られ た 定数 (z キ 0) と し て ,。 未知 数 に つい ぃ いて 
g7" 十 zz 十 c 王 0 
と いう 形 で 与え られ る 方 程 式 を 2 次 方 程 式 と いう . 
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実数 4。 太 に つい て 
XX どー0 な ら ば , オー0 また は ぢ = テ 0 
で ある . 2 次 方 程 式 は この 性 質 を 用 いて 解く こと が で きる 。. 


I. 因数 分 解 に よる 解法 
2 次 方 程 式 zz? 十 6z 十 c 三 0 の 左辺 が 。 2 つの 1 次 式 4, 
の 積 に 因数 分 解 さ ん る と き , この 2 次 方 程 式 の 解 は , 2 組 の 1 
次 方 程 式 
4 デ 05E の 圭 0 
それ ぞ れ を に つい て 解く こと に より 得 ら れる . 


2>*ー ァ ー6 テ 0 
因数 分 解 に より (2 ァ > 十 3)( ァ ー2) テ 0 


059=0 0D シー 


2 
ァ ー2 三 0 より ァ ー テ 2 


ーー 靖 請 の 2 


U. 解 の 公式 に よる 解法 
gz" 十 z 十 c 三 0 
の 解 は , 次 の 公式 で 与え られ る . この 公式 を 修得 し て いれ ば , 
いか な る 2 次 方 程 式 に 出会っ て も た じ ろ ぐ こと が な い . 


2Z 


の 公式 を 中 学 で 学ん で いる 人 も いる だ ろう . 平方 完成 を 用 い 
の 公式 を 導く こと は 教科 書 に まかせ る . 


1* 
5G 


ー 
0 
ー 
(っ 
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人 AT. 2 次 方 程 式 の 解 の 判別 ] 


2 次 方 程 式 
gz 上 の 十 c0 (0 ie ① 
GNDVSGG 
の = テ /2-42C 0 it の) 
を , ① の 判別 式 と いう 、 こ の の を 用 いれ ば , ① の 解 は 
ェ ュ ーッ か また は ーー デマ ss ③ 


と 書け る . この それ ぞ れ を og, で 表す こと に し ょ う . 

判別 式 と いう 名 の 由来 は 。 この 符号 で , 高校 の 範囲 で 普通 に 現 
れ て くる 2 次 方 程 式 (つま り 係 数 が 実数 の も の ) に つい て は , そ 
の 解 の 基本 性 質 が 判定 で きる こと に よる . すなわち 


[Il の >0 な ら ば , 解 2。 2 は と も に 実数 と な り , か つ 。o キ / 
で ある . すなわち ,① は 相 異 な る 2 つの 実数 解 を も つ . 


[2| カ = ニ 0 な ら ば , 解 @ は と も に 実数 と な り , か つ 。g テ / 
で ある . ① は 重複 し た 実数 解 ( 重 解 ) を も つと いう . 


[3| の <0 な ら ば , ① を 満た す > の 値 は (実数 の 範囲 に ) 存在 
2 


1* 判別 式 は , 2 次 方 程 式 を 考え る 際 の 要 (か な め ) と な る 重要 概念 
で ある が , 不幸 な こと に , 文部 省 の 検定 を 通過 し た 教科 書 で は , 
数 学 A や 数 学 T に お いて さえ , 判別 式 と いう 用 語 や 概念 の 記述 が 
許さ れ て いな い . 


IS】 
o 


実数 解 の こと を 実 根 , 重複 し た 解 ( 重 解 ) の こと を 重根 と も 


いう . 


3*” [ 例 ] z* 十 6x 十 を 三 0 (は 実数 ) の 解 を 判別 し ょ う . 判別 式 を 
の と お け ば , 


カー36 一 4 ん 
し た が っ て , 
たく 9 の と き ,。 2 つの 異な る 実数 解 
た 三 9 の と き , 重 解 
た >9 の と き , 実数 の 範囲 に は 存在 し な い . 


7 。 3$1 一 次 関 数 


4 判別 式 を 表す の に 文字 の が よく 用 いら れる の は , 判別 式 の 英語 
discriminant か ら 来 て いる . 


5" ① の 2 根 を 2。 と する と き 。, 判別 式 の は 2。 2 と 2 を 用 いて 
の テ の (og 一 
9 の 3ASS の 


A1. グ 解 と 係数 と の 関係 ] 


2 次 方 程 式 
@7“ 十 zz 十 c 三 0 
の 2 つの 解 を 2。 と すれ ば ぱ , 


e+ g ニ ーー gg= と 


が 成り 立つ . 


= 2 
1" 解 の 公式 か ら 。 。 2 ニー クニ リーー426 で ある こと を 用 いれ 


ば , 上 の 関係 を 導く の は 簡単 で ある . 理論 的 に は 。 むし ろ 逆 な の 
で ある が , OOCCO 人 


2” 解 を 用 いた 因数 分 解 : 
解 と 係数 の 関係 を 用 いる と , 
ez 本 な c 王 (オブ ァ ェ + そ ) 
ーーg(z*ー(2 十 の z 十 2 の 
= テ g ァ ーg の (ーー) 
で ある か ら , あら か じ め o と /j を 求め て お け ば , 2 次 式 
gy* 十 の Z 十 C は ( ァ ー@)( ァ ー/) と 因数 分 解 さ れる . 
ァ ? 十 2 ァ ー1 三 0 の 解 は , > ニー1 土 y1?ー( 一 1) ニー1 圭 72 
ゆえ に , z* 十 2 ァ ー1 は 
?* 十 2 ァ ー1 三 ( ァ キ 1 一 72 )(> 十 1 填 72 ) 
と 因数 分 解 さ れる . 
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3” 2z。 の を 定数 と する と き , 連立 方 程 式 
9 
Z の 二 の 
に よっ て 定め られ る ヶ ,。 》 を 求め る に は , 7 に つい て の 2 次 方 程 
式 
デーZ 十 y 三 0 
を 解け ば よい . 解 と 係数 と の 関係 に より , この 2 次 方 程 式 の 2 つ 
の 解 が 上 の >, ヵ の 条件 を 満足 する か ら で あ る . 
[ 例 ] ヶ + ッ ニー2, xy ニー1 と な る 2 数 >,。 ヵ の 求め 方 . 
ァ , ヶ は 2 次 方 程 式 


だ 十 27 一 1 テ 0 
の 2 解 で ある . この 2 次 方 程 式 の 解 は 7 一 1 エ 2 で ある か ら , 
ーー1+7 2 ーー1 一 72 
剛 2 寺 議 0 
タデ テー1 一 2 9 デー1 十 72 . 


A.@ 不等式 | 


7 スル は 
2 ァ ー]> ァ * 二 00 ii ① 
の よう に , ヶ y に 対す る 条件 が 不等式 で 与え られ た と き , これ を 満 
足す る の 値 全体 の 集合 を , 不等式 の の 解 と いう . この よう な 解 
を 求め る こと を 。 不等式 び を 解く と いう . 


1 方程式 の 場合 と ちがっ て , ① を 満た す ょ の 個 々 の 値 を 解 と は い 
わな い . 不等式 び を 解く と は , 結局 の と ころ , ① を 満た す r の 値 
全体 の 集合 を ,。 わか りや すく 表示 する こと で ある . 


[ 例 ] 不等式 2 ヶ 一 1> ァ 十 2 の 解 は , 上 の 定義 に 従え ば , 集合 
{>z|12zー1> ァ 十 2) 
で ある と し て も 論理 的 な 間違い で は な い が , この 集合 は も っ と 
わか りや すく 
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fy| ァ >3) 
と 表 さ れる . すなわち 
不等式 2 ヶ -1> ァ 十 2 の 解 は 。{ ヶ | ァ >3}) で ある 
と いう こと に な る 。 


2* 不等式 の 解 を 表す 際 に は , 集合 を 答え る か わり に , 集合 を 定め 
る 条件 だ け を ぬき 出し て , た と えば 
2 つ 】 
の よう に 答え る の が , 昔 か ら の 習慣 で ある . 本 書 で も 以下 この 習 
慣 に 合わ せる . 


人 AA1. 選 不等式 の 基本 的 な 扱い | 


1 次 不等式 の 解法 は 中 学 で 学ん で いる . その と き の 扱 い の 基 
本 と な っ た 次 の 事実 を 復習 し て お こう . 


I. 不等式 の 変形 の 基礎 


[定理 ] 1) 4> を - う 4+C>+C 
| 2C テ 0 8 の は 26 で こう CA ラ 65 
| C< く 0 な ら ば , PB で っ の 64 く 6p | 


1 


不等式 の 同値 変形 


1 縛 に 20 ジ 751 請 51 ジー 一:222 (0 
4) 4> 刀 , C> カ の 一連 4+C> 二 の 
な ども , 不等式 の 重要 性 質 で ある が , これ ら に つい て は , を が 
成立 し な い (つま り , 同値 変形 で な い ) の で , 不等式 の 解 を 定め る 
の に は , 利用 で き な い . 
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AU.M@Q) 連立 不等式 


だ と えば , 

2 ァ ー]> タ 十 2 0 itihihthtst ① 
お よび 

ァ 十 2 く 10 COO ② 
を 共に 満足 する > 全体 の 集合 を 求め る こと (すなわち , 両方 の 不 
等 式 を 満足 する の 範囲 を 定め る こと ) を , ①, ② を 連立 不等式 
と し て 解く と いう . 
① だ け を 解け ば 


アァ 9 語詞 馬 議 凡 記 議 誠 記 記 に Eooet ③ 
で あり , だ け を 解け ば 
8 ④ 


で ある . 
し た が っ て , ①, ② を 連立 不等式 と し て 解い た 答 は , ③, ④ の 
共通 範囲 。 つ まり 
たり 0 ⑤ 
で ある . ⑤ は , ' ヶ >3 か つ <8'′ に 対す る 省略 表現 で ある . 


AA1. 岬 2 次 不等式 の 解法 


以下 に お いて ,。 2 次 方 程 式 
g7 ダ 上 十 c0 (0 0 iiihihthththt ① 
の 判別 区 を の で 表す . すなわち , 
の ーー42c。 
また , 2 次 不等式 が 与え を られ た と き は , 整理 し て 
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gz が z 十 と >0, 
gz“ 十 の z 十 c く 0 
の 形 に する こと が で きる が , ここ で <0 な ら ば ぱ , 両辺 に 一 1 を 
掛け て ( 不 等 号 の 向き も か えて ) >0 の 場合 に 帰着 する こと が 
で きる . そこ で 以下 で は , g>0 の 仮定 の も と に ., 
@7“ 十 の z 十 c>0 
お よび 
gy“ 十 の z 十 c く 0 
に つい て 調べ る こと と する . 


I. 2 次 不等式 の 解 (1) カ >0 の 場合 
の >0 の と き , 2 次 方 程 式 
72 士 の 士 6 二 0 
は 相 異 な る 解 を も つ . そこ で , これら を 
@e。 /( た だ し og く /) と お く と , 


関数 
ヶ 三 gz“ 十 z 十 c 
9 22 の グラ フ は ヶ 軸 の 2 点 (g, 0), (8, 0) で 
交わ る . 
この こと か ら 
g と 0 
の 場合 
eZ* 十 6z 十 c>0 。 ……… ① 
の 解 は , 
1 - < く 〆 また は 8 く 7 ……… の ② 
で ある (2 解 の 外側 ). 
まり 7 だ 。 
gz7 二 の z 二 で で 0 0 ……… ③ 
の 解 は , 
@ ぐ くく が OOo2CCGO ④ 


で ある ( 2 解 の 間 )、 
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1′ 上 の よう に , グラ フ を 考え れ ば , 上 の 事柄 を 納得 し や すい . 


2" と いっ て も , 本 当 は , g, /) を 用 いる と 
gZ" 十 zz 十 c 王 の ァ ーg の )( ァ ー) 
と 因数 分 解 さ れる こと を 利用 し て , z の 値 に 応じ て 
( ァ ー の (z 一 ) の 符号 が どの よう に 変化 する か を 調べ る こと に 
より ① や ③ の 解 を 定め る の が , 理論 的 に は 正当 な の で ある . 


5 
| ュー o 特 ー ト - 計 


[ ァ ー@)( ァ ー/) の 符号 ai 


IT. 2 次 不等式 の 解 (2) カニ 0 の 場合 
Z>0 か つ ゲー42c テ 0 の 場合 に は , 2 次 関数 

ッ ー@Z“ 十 z 十 c 
の グラ フ は , 右 の よう に , z 軸 に , 


が 
チト ーー 
2 の 点 で 接する . 


9 三 cz" 十 0x 十 c 


の nd P - 財 と お け ば 
の 


gz“ 十 の z 十 c>0 の 解 は 
ァ ーo を 除く 実数 全体 
gZ“ 十 z 十 c く 0 の 解 は 
な し 
と いう こと に な る . 


1” が ー4gc 三 0 の と き 2 次 方 程 式 
7“ 十 が z 十 c 三 0 
は , 重複 解 を も つ . 
それ を ヶ ーo と お く と 。 2 次 式 2z“ 十 克 十 c は 
gr" 十 ZZ 十 c 王 g( ァ ーo)* 


と 因数 分 解 さ れる . 


2 の  $1 二 次 関数 


<>0 で ある 場合 に は , gzー の “の 符号 は (xー@ の "” の それ と 一 
致す る の で , 
ァ ーo ぐつ gzー の “0 
ァ キ oe ぐつ g( ァ ー@)">0 
が いえ る . くわ し く は 下 表 を 利用 し て も よい 、. 


皿 . 2 次 不等式 の 解 (3) <0 の 場合 
の <0 の 場合 ,」 2>0 で ある な ら ば 


2 次 関数 
9 三 gx* 十 0z 十 c ヶ 三 の 7“ 十 Z 十 c 

の グラ フ は , 左 図 の よう に , ヶ 軸 より 
SA 上 方 に 浮い た 状態 に な る . よっ て 不 
等 式 

gy* 十 z 十 c>0 
が つね に だ 成り立つ. 
(だ の らき MG 


eZ” 十 z 十 c>0 の 解 は 実数 全体 
で あり 

gz* 十 7z 十 c く 0 の 解 は な し 
と UN と (G2N の 
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人 ].1 選 2 次 不等式 の 解 (等 号 付き の 場合 ) | 


た と えば , gzZ* 十 太 十 c 生 0 の 解 は , 
不等式 2z* 十 z 十 c>0 の 解 に 
方 程 式 zz* 十 z 十 c 三 0 の 解 
を つけ 加え た も の で ある . 
gr" 十 z 十 c ミ 0 
に つい て も 同様 . 
結果 を 表 で まとめ よう . た だ し , Z は g>0 と する 。 


の の 符号 | 2x* 十 婦 十 c テ 0 の 解 | zz* 十 丸 十 c ミ 0 の 解 


の >0 2 全 た 7 @ さ アミ / 
の = テ 0 実数 全体 ァ ー の 
の <0 実数 全体 解 な し 


1? 2Z" 十 丸 十 c=0 (2 キ 0) が 任意 の 実数 > に 対し て 成り 立つ た め 
の 条件 は , 
0 か つ の ミ 0 
で ある . (2 次 関数 の 非負 値 条 件 ) 


2" gz* 十 yz 十 c>0 (2 キ 0) が 任意 の 実数 > に 対し て 成り 立つ た め 
の 条件 は , 
0 か つ の マ 0 
で ある . (2 次 関数 の 正 値 条 件 ) 


ーー 中 証 お わり ニョ 
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BB.101 ーー ャ ポー で が びに dr 

(1) 放物線 ヵ = ニ ァ " を ヶ 軸 方 向 に 2 だ け 平 行 移動 し た 放 物 
線 を 描き その 方 程 式 を 求め よ . 

(2) 放物線 ヵ = ァ ” を 軸 方 向 に 1 だ け 平 行 移動 し た 放 物 
線 を 描き その 方 程 式 を 求め よ . 


(3) 放物線 一 Y を ヶ 電 方 向 に 一 3, ? 電 方 向 に テ だ け 
平行 移動 し た 放物線 を 描き その 方 程 式 を 求め よ . 


[アプ ロー チ 了 グラ フ を 平行 移動 する こと は , た いし て 難し く あ り ま せ 
ん が , 方 程 式 の 方 は どう で し ょ う . 結果 的 に は , y 軸 方 向 に 2 ヵ 軸 方 
向 に の だけ 平行 移動 する に は , xy を xー で , を 一 で 置き 換え 
れ ば いい の で す が ,。 な ぜ そ れ で いい の か を きち ん と 理解 する の は , そ 
うた 易い こと で は あり ませ ん . し か し ここ で , 数 学 を 深く 理解 する 人 
と そう で な い 人 の 道 が 分 か れる の で す . 


平行 移動 し た 後藤 (1) 点 (z, ?》) が 平行 移動 し た 後 の 曲線 上 
の 曲線 の 上 の 点 に ある と する . 点 (z。 一 2) を ? 軸 方 向 に 2 だ け 平 
を 考え る の が ポ 行 移 動 す る と 点 ( ヶ , 2) に 来る . よっ て 点 (z。 ヶ 一 2) 


AU は 平行 移動 する 前 の 曲線 ヵ ー ィ ” 上 に な けれ ば な ら 
な いか ら , 

これ が 平行 移動 りー 

し た 後 の 曲線 を …。 が ー ダ 十 2 。 

表す . グラ フ は 図 1 の よう に な る . 


図 2 
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( 2 ) 点 ( ヶ , ヵ ) が 平行 移動 し た 後 の 曲線 上 に ある 
と する と , 点 (z 一 1, ? ヶ ) は 平行 移動 する 前 の 曲線 る 点 (z 一 1, ヶ ) を 


ッ デ ァ ” 上 に な けれ ば な ら な いか ら 。 > 軸 方 向 に 1 だ 
ッ ー( ァ ー1)* け 平行 移動 する 
9 ニッ デー2 ァ 十 1 四 (の 9) に 2 科 


グラ フ は 図 2 の よう に な る . 軸 


(3 ) 点 (⑦Z, ? め ) が 平行 移動 し た 後 の 曲 線上 に ある 
と する と , 点 (3 ヶ 一 テ ) は 平行 移動 する 前 の 曲 き 点 (z+3 9) 


2 >68 表 る を ヶ 軸 方 向 に 
線 ヶ ニ 4 上 に な けれ ば な ら な いか ら , ー3, ヶ 軸 方 向 に 
還 2 だ け 平 行 移動 
5 寺 3( 十 3) 2 
村 3 する と , 点 (?, の 
ー タ テー 2z 十 3 に 来る 。 
遇 記 ョ 6 
7 た 四 の クト ルアー ド ? . 


グラ フ は 図 3 の よう に な る 。. 


図 3 


注意 | 点 ( ァ 一 2 ヵ 一 め ) を と ヶ 軸 方 向 に 2, ヵ 軸 方 向 に あぁ だけ ビ 平 行 移動 
する と , 点 (z,?2) に 来る . し た が っ て , 放物線 ?= ァ ” を ヶ 軸 方 向 に 
6 の ? 軸 方 向 に の だ ビ 平 行 移 動 し た 曲線 の 上 に 点 (z。 ヶ ) を 取れ ば , 点 
(> 一 4。 2 一 め ) は 放物線 ヵ ニ *? 上 に な けれ ば な ら な い . すなわち 平行 
移動 後 の 曲線 の 方 程 式 は 

ッ ー6 ニ (ター の” … gg 王 ( ァ ーg の が 十 が . 
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回 MG 

次 の 2 つの 放物線 は それ ぞ れ どの よう な 位置 関係 に ある 

か 図示 し て 説明 せよ . 

(1) ヵ 一 z” と ヵ 三 (Z 土 “3 

(2) ーッ” と ーッ デー5 ヶ 十 4 

(3) 2z?ー ァ と gー2 ァ z“ 十 3 十 1 
= = 
| アプ ロー チ > 放物線 ゥ ヵ ーZz* 十 婦 十 c は 放物線 ゥ =Zz* を 平行 移動 
し た も の で す . すなわち , "* の 係数 z は 放物線 の 形 を 定め , の と c は 
位置 を 定め ます . 放物線 の 位置 を 調べ る た め の 式 変形 は 「 平 方 完成 」 
と 呼ば れ て いま す . 


( 1 ) z テ (> 填 1)* 二 3 の グラ フ は テッ ァ “” の 
グラ フ を と 軸 方 向 に 一 1, ? 軸 方 向 に 一 3 平行 移動 
し た も の で ある ( 図 1). 


図 2 M/ 


(69) 


( 2 ) “ーー5z 十 4 


て - り -⑨* 
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DON 9 
= 還 4 
よっ て テッ ァ " 十 5x 一 | の グラ フ は,。 ティ ァ ” の グラ 
フ を ヶ 軸 方 向 に ? 電 方 向 に 平行 移動 し た 
も の で ある ( 図 2 ). 


( 3 ) 2%ー ッ ー2( デー ティ ) 


2 
寺 (人 UN 
=2(> 還 8 


2 二 3z+1ー2( アオ さ ヶ )1 


等 3W。 (SN 
2(<+ 計 ) 2.( 証 ) 1 


= 2 
=2(+3) 8 
ょ っ て 放物線 y 一 2%ー ァ の 頂点 は ( 十 , 一 計 頂点 の 位置 に 注 
N 目 . 
放物線 ッ ー2z? 二 3z 二 1 の 頂点 は (一 一 計 ) で 
あの 
よっ て 2 テ 2z" 十 3 ヶ 十 1 は ヶ ー2 ァ デー ァ を 
に Os 
y 軸 方 向 に 4 4 1 
ーー 三 
ヶ 軸 方 向 に 一 = ( ) 0 


平行 移動 し た も の で ある ( 図 3 ). 


図 3 


ッ 三 2x* 十 3x 十 1 
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(1) 放物線 ? ニ ァ " 十 2z 十 3 は , ヵ 軸 に 平行 な ある 直線 に 関 
し て 対称 で ある . この 直線 を 求め よ . 

(2) 放物線 ヵ テ ニーz" を 平行 移動 し た 放物線 で , 点 (5, 一 1) 

を 通り , 直線 * 三 3 に 関し て 対称 な も の を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 放物線 ? ニ czz* 十 丸 十 c は 放物線 ? ヵ =gz” を 平行 移動 
し た も の で あり , 放物線 ?=2z” は ? 軸 に 関し て 対称 で すか ら , 放 物 
線 ッ ー ニ gy* 十 克 十 c は ? ヵ 軸 に 平行 な ある 直線 に 関し て 対称 に な り ま す . 
よく わか ら な い 人 は B.101, B.102 の 解答 の 図 を よく 見 て 下さ い . 


(1 ) ァ * 十 2 十 3 三 (> 十 1)* 十 2 

で ある か ら , 放物線 ?= ァ " 十 2z 十 3 は , 放物線 

ヶ デ ディ” を 軸 方 向 に 一 1, ヵ 軸 方 向 に 2 だ け 平 行 移 
直線 ヶ ニ ー1 は 動 し た も の で ある . この 平行 移動 に より ヶ 軸 は > 電 
7 軸 方 向 に 平行 万 向 に 一 1 だ け 平 行 移動 きれ て , 直 線 x ニ ー1 と な 
移動 し て も 変わ る. 
ら な い . よっ て 放物線 = ァ * 十 2z 十 3 は 直線 々 ニー1 に 

関し て 対称 で ある . 
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(2) 放物線 y ニ ーz* は ヵ 軸 に 関し て 対称 で ある 
か ら , 求め る 放物線 は , ゥ ニーz"” を ヶ > 軸 方 向 に 3,y " 
軸 方 向 に あぁ だけ 平行 移動 し た も の で ある と し て よい 、. 


する と , 求め る 放物線 は Mi ち に 0F 69 
ッ テ ー( ァ ー3)7 十 5 miititst ① | 1 
と 表せ る . この 放物線 が 点 (5, 一 1) を 通る た め に は 


ー1 ニ =ー(5-37 十 ヵ 
2 の 三 9 
で な けれ ば な ら な い . よっ て ① よ り 
ーー=( の 一 3)2 ド 9) 誠 諾 記 氷 あこ 
9 ッ ニ ー ァ “ 十 6ー6. 


研究 放物線 ゥ = ァ * 十 2x 十 3 を 直線 x ニ ー1 に 関し て 対称 に 移し て 
みよ う . その た め に まず , 点 ( ズ , 世 ) を 直線 > ニー1 に 関し て 対称 に 
移す . 移っ た 先 の 点 を ( ダ , ) と する 
と 軸 上 で と の 中 点 が 一 1 と な 
る か ら 
まま 
2 
ic ーー2 一 兄 
29925 齋 UeY 議 2) とり 后 R( ニー 
) は 直線 x ニ ー1 に 関し て 対称 で あ 
2 
次 に 放物線 ヵ ー ァ 十 2> 十 3 を 対称 
に 移す . 点 ( メ , 也 ) を 移っ た 先 の 放 物 
線上 の 点 と する と , 点 (-2-, ) 
は も と の 放物線 の 上 に な けれ ば な ら な 
いか ら 
アー( 一 2 一 巡 )* 十 2( 一 2ー ダ ) 十 3 
ーー ダ ? 十 4 ダ 十 4 一 4 一 2 視 3 
ー? 十 2 馬 3 
と な る . これ は , 放物線 ヵ = ァ * 十 2x 十 3 が それ 自身 に 移る こと を 意味 
する . 


謗 中 
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B.1024 : ー ゴ 
2 次 関数 7/(z)= ニ zz* 十 巡 十 c が 7 パ (1)=2。7(2)=7 

を 満た し て いる . 

(1) 5,。 c を で 表せ . 

(2) 7(3) ニ 16 が 成立 する よう に 2, 2, c の 値 を 定め よ . 

(3) = テア 7(z) の グラ フ が , 直線 x ニ ー2 に 関し て 対称 で あ 
る と き , (一 1) の 値 を 求め よ . 

= coomon 

[アプ ロー チ > 2 次 関数 7/(z) ニ Zz* 十 巡 十 c は 3 つの 係数 。 の, c を 

与え を れ ば 決ま り ま す . その た め に は , ヶ 三 gz“ 十 巡 十 c の グラ フ 上 の 3 

点 の 座標 を 与え れ ば 十分 で す . (2) で は 3 点 (1, 2), (2, 7), (3, 16) か 

ら g,。 の 。c を 決め よう と し て いま す . また (3) で は (2) の 条件 を 忘れ , 対 

称 軸 を 手 掛 り に し て 2, 2, c を 決め ます . B.103 (2) を 思い 出し まし ょ う . 


(1) 71)=2, 7②= ニ 7 より , 


1 を ire ① 
42 圭 2 の 十 c モ 7 mimi (② 
⑨-① より 

32 十 6 王 5  … 5 テー3g 十 5 ……… ③ 
⑨-2x① ょ り 

22 一 c デ 3 。 … c デ 2g 一 8 ………… ④ 
( 2 ) 73) ニ 16 より 

92 十 35 十 c 三 16 


これ に ③, ④ を 代入 し て 
9z 十 3( 一 32 十 5) 十 (2Z 一 3) テ 16 
g 王 2 
よっ て ③, ④ よ り 2 テー1, c 三 1. 
( 3 ) ヶ テ gz* 十 巡 十 c の グラ フ は 直線 z ニ ー2 に 
関し て 対称 だ か ら , gz* 十 z 十 c を 平方 完成 する と 


な 7220OEHG=ー2(25= に 2) 2 の 全 記 計 ⑤ 
と いう 形 に な る は ず で ある . ⑤ の 右辺 を 展開 する と 
gz“ 十 4Z 十 (42 十 の ) 
ァ の 係数 を 比較 彩 と な る か ら , 5 王 4Z2 で な けれ ば な ら な い . よっ て ③ 
7 らき 
と 連立 し て 。 = テ 6= 学 さら に 。 ③④ より ec ニテ 


ゆえ に 。 パー1 ニ <ー5+c ニ ー 学 
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BB .105 ーー 

2 次 関数 ヵ = ニ 5z*ー12 ァ 十 5 に 対し , 

1) グラ フ を 描き , ヵ の 最小 値 を 求め よ . 

(2) ヶ > が 0 ミ ァ ミ 3 の 範囲 を 動く と き の ヶ の 最大 値 , 最小 値 
を 求め よ . 

(3) > が 0 ミ ァ > ミ Z の 範囲 を 動く と き の ヶ の 最大 値 , 最小 値 
を 求め よ 。 た だ し 4 は 正 の 定数 と する . 


[アプ ロー チ > ーーZz* 十 巡 十 c の グラ フ は ,Z>0 の と き 上 に 向っ て 伸 
び て 行 く 放 物 線 で すか ら , 》 は 最小 値 (頂点 の ヵ 座標 ) を も ち ま す 
が , 最大 値 は あり ませ ん . し か し (2) の よう に > の 動く 範囲 を 限定 すれ 
ば , 最小 値 と 最大 値 を も つよ うに な り ま す . (3) で は の 値 に よっ て 状 
況 が 変わ り ま す . 


(1) 5 デー12z 二 5=5( デー 芝 ヶ )+5 


-C- り - 人 9 


由 s2aG ク ョ ジン (お 較 上 の まう (Ge な の 請 よ らら Gy 二 


に に 5 


の と き , ? は 最小 値 ー 号 を と る . 


図 1 2 


( 2 ) 0 ミミ zS3 の 和 囲 に 限定 する と, グラ フ は 図 2 
の よう に な る 。 
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すなわち 。 ? は , ァ ー ミ の と き 最 小 


値 一 号 を 。>ー3 の と き 最 大 値 14 


ES 
を と る . 


(3) G 0<s さ の と き , グラ 


フ は 図 3 の よう に な る 。 よっ て 


ヶ の 最大 値 三 5 
ヶ の 最小 値 ニ 5g〆ー12g 十 5 


次 に を の 場合 を 考え る . 図 


U 
! 
/ 
N す 
0 H 
1 ) 
1 r 
1 す 

す 

す 

す 


1] に お いて 。 グ ラフ は 直線 ァ ー ミ 


に 関し て 対称 で 。 点 (0。 5) を 通る . 
よっ て , 直線 y ニ に 関し て 上 


(0。 5) と 対称 な 点 (ちあ 5) を 通る こ 


と に 注意 する . 


⑪ 計 く os 学 の と き , グラ フ は 


図 4 の よう に な る . よっ て 
9 の 最大 値 5 
ヶ の 最小 値 ニ 一世 


仙 きく o の と き , グラ フ は 図 5 


の よう に な る . よっ て 
人 


ヶ の 最小 値 ー 


昌 の に 語 
2 三 玉 の と き は , ァ ー0, 5 


の 2 か 所 で 最大 値 を と る . 
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B.10B ーー ツ シ ビバ _⑨Qー ト ーー 
g を 実数 の 定数 と し て , 2 次 関数 7/(z) ニ テッ デー22 ァ 一 2 
訪 考 える , 
(1) が 一 1 ミ ァ ミ 1 の 範囲 を 動く と き の パ z) の 最小 値 
の 6) を 求め , その グラ フ を 描け . 
(2) さら に 2 が 0 ミ Z ミ 2 の 範囲 を 動く と き の 2(2) の 最大 
値 , 最小 値 を 求め よ . 


= 


アプ ロー チア /ー ア (>) の グラ フ は 直線 デニ ゥ に 関し て 対称 で す . こ 
の 直線 が 一 1 ミ ァ ミ 1 の 範囲 に 属す る か 否 か で 状況 が 変り ます . (の 
の グラ フ を 描け ば 最大 値 も 最小 値 も 読み 取れ ます . 


( 1) 秘め 考 (ー ドー ゲニ 

で ある か ら , 対称 軸 x デ < と 一 1 ミ ァ > ミ 1 の 範囲 の 

位置 関係 に 注目 し て 場合 分 け す る . 

(i) < の と き 。 ッ テ が (>) の グラ フ を 一 1 ミ ァ > ミ 1 才 “2 ミー1 の と 
に 限定 し て 描く と 図 1 の よう に な る . すなわち , き ” と し て も よ 
7(z) は ァ テ ニー1 の と き 最 小 値 /( 一 1)= ニ 2z 一 1 を と "* 

る の で 


の = テル (ーー1) 三 2 一 1 
⑪ 一 1 き ミ 2Z ミ 1 の と き , グ ラフ は 図 2 の よう に な る 。. 
すなわち 7(z) は xーZ の と き 最 小 値 を と り , 
の = テア (の) ニー ゲー2 
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倍 1< く 2 の と き ,。 グラ フ は 図 3 の よう に な る . す 
な わ ち , (>) は ァ ー1 の と き 最 小 値 を と り 。 
の テア (1) テ ー2g 一 1 


以上 に より 
2g 一 1 gc ベー1 の と き 
9(g@) ニ 1 一 ヴー2 一 1 ミ o ミ 1 の と き 
ー2g 一 1 1< ぐ og の と き 
と な る ( 図 4). 
(2 ) 図 4 の グラ フ を , 0 ミ Z ミ 2 の 範囲 に 限定 する 
と , g 三 0 の と き 最 大 値 一 2, 2 三 2 の と き 最 小 値 
ー5 を と る こと が 分 か る . 


注 意 | (2) に お いて (の ) の 最小 値 は ー-5 で あっ た . これ は 次 の こと を 
意味 する . 
と 6 を 両方 と も 変数 と 見 な し , > と の 関数 
(*。 の ティ ァ *ー22 ァ ー2 
を 考え る と , この 関数 は 一 1 ミ * ミ 1, 0 ミ Z ミ 2 の 範囲 で 。 
最小 値 5 を と る . 
すなわち , 2 つの 変数 の うち を 固定 し て > だ け 動 か し た と き の 最 
小 値 を 9(2) と し , さら に 2 を 動か し た と き の (の) の 最小 値 を 7 と 
する と ,。 Z は (z。 の ) の 最小 値 と な る . 
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BB.10 プ 
g を 実数 の 定数 と し て , 2 次 関数 7/(z) ニ ァ *ー4z 十 2 を 考 
える . 
(1) 放物線 ヶ = ア 7(z) の 頂点 の 座標 を 求め よ . 
(2) 上 の 結果 を 利用 し て 2 次 方 程 式 7/(z)0 が 実 根 を も つ 
条件 。 重根 を 持つ 条件 を 求め よ . 


トニ ーー 


[アプ ロー チノ 方程式 /(z) ニ 0 の 実 根 は ゥ ニア (x) の グラ フ と y 細 の 
共有 点 の > 座標 で す . 2 交点 が 一 致す る と 接点 と な り , 重根 を 与え ま 
す . し た が っ て ,。? ヶ テア (>) の グラ フ と ヶ z 軸 が 共有 点 を も つか , また そ 
の 共有 点 が 接点 か どう か を 調べ れ ば , 方 程 式 7() ニ 0 が 実 根 を も つ 
か , また その 根 が 重根 で ある か どう か が 分 か り ま す . 


了 散 思 (1) 2 次 関数 >) を 平方 完成 する と 
げ (z) ニ ( ァ ー2)* 十 2 一 4 
と な る か ら , 放物線 ? ニ 7(z) の 頂点 の 座標 は , 
(2, g 一 4) で ある . 
(2) 放物線 ヵ =7(z) の 頂点 と 軸 の 位置 関係 に 
注意 し て , グラ フ を 描く . 
頂点 (2。 z 一 4) は 
g>4 な ら ば >0 の 部 分 に あり , 
g デ 4 な ら ば ヶ 軸 上 に あり , 
Z く 4 な ら ば ヶ く 0 の 部 分 に ある . 
よっ て テア 7(>) の グラ フ は 下図 の よう に な る . 


プ () 2、 0 


よっ て 2 次 方 程 式 /(x) 三 0 が 実 根 を も つ 条 件 は 
g 和 詩 4, 重根 を も つ 条 件 は cg 王 4 で ある . 
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B.108 
の の, c を 実数 。 2 キ 0 と し て , 2 次 方 程 式 
の の 2 に の と に の ーー 0 間 計 ee ③① 
を 考え る . 
1) 方 程 式 び を 
(0226 上 の 2 の 王 0 二 征 斉 目 目 詞 且 昌 に ジラ e ② 


と いう 形 に 変形 し , 定数 の を 2, 2, c で 表せ . 
(2) 方 程 式 の が 実 根 を も つ 条 件 。 重根 を も つ 条 件 を 求め よ . 
(3) 方 程 式 が 実 根 を も つと き , その 実 根 を 2。 2,。c で 表 


[アプ ロー チ > 2 次 方 程 式 に は 根 の 公式 ( 解 の 公式 ) が あり ます . また 
実 根 や 重根 を も つ 条 件 は (1) の を 用 いて 表現 で きま す . この の を \ 判 
別 式 ” と 言い , 根 の 公式 の 中 に も 現われ ます . 方 程 式 ① の 実 根 は , ニ 
gz“ 十 巡 十 c の グラ フ と r 軸 の 交点 の 座標 で す が , 計算 を 易しく す 
る た め に ① を ② の よう に 書き 換え て , =(2Zz 十 の "一 と いう 関数 
の グラ フ を 考え る の で す . この 右辺 は すでに 平方 完成 され て いま すか 
ら , B.107 と 同様 に し て (2) を 考え る こと が で きま す . さら に この 平方 
完成 され た 形 は , (3) で 根 を 求め る の に も 便利 で す . 


陸 還 (1) ⑨⑧ の 左辺 を 展開 する . 


4g*z* 十 4gz 十 ゲー カテ 0 ……… ⑨③ 
一 方 , ① の 両辺 に 42 を か ける と 

42?z* 十 4gz 十 42c デ 0 ……… ④ 
と な る . ③ と ④ が 同じ 方 程 式 と し な る に は 

ゲー の = テ 42c 

の ニー ゲー4gc 


で な けれ ば な ら な い . 
(2) 方 程 式 ① は 方 程 式 ② と 同じ 内 容 を も つ . そこ 
で ② が 実 根 。 重根 を も つ 条 件 を 求め る . ⑨② の 実 根 は 
放物線 
ヶ デ (2Zz 十 の デー カー ……… ⑤ 
と ヶ 軸 の 共有 点 の > 座標 で あり , 頂点 の 座標 は 
実 根 。 重根 を も 、 


O s 
つ 条 件 を 求め る ( 22' の ) で ぁ る . 
に は ? ヶ 座標 一 の そこ で の の 符号 に つい て 場合 分 け を し て ⑤ の グラ 
が 大 切 . フ を 描く . 
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よっ て , ⑤ が 実 根 を も つ 条 件 は の =0 で あり , 重根 
を も つ 条 件 は カニ 0 で ある . 


(3) @ よ ょ り 
(2zZz 十 の “の 
の =0 の と き , 上 式 は 
22z 十 6 王 エ の 
を 意味 する か ら , を 移 項 し 
22z テ ー の 5 土 y の 
両辺 を 22 で 割っ て 
ッ ーー ま キャ 3 ⑥ 
を 得る . 
( 1 ) の 図 角 ① の 両辺 に 42 を か ける と (2gy 二 6? 
4Z ァ * 十 4 の y 十 42c 三 0 ー4g?Z? 十 4 が 
まう ie の 
4Z"z“ 十 42 十 ゲー の 十 4gc 三 0 kN 
を か ける . 


(2Zz 十 の “一 ゲ 十 42c テ 0 
と な る 。 よっ て の ーー4gc で ある . 


注意 すなわち 
1 ー ム 土 7 の “一 42c 
22 
は 2 次 方 程 式 の 根 を 与え る 公式 で ある . も し も ゲー42c>0 な ら 上 
式 は 異な る 2 つの 実数 を 表し 。 ゲ 一 4Zc 王 0 な ら 。 た だ 一 つの 値 - 支 


(重根 ) を 表す . 


の り テ 0 の と き の < 
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.10 ヨ ーー 


6 を 実数 の 定数 と し て , 放物線 
ッテキ g ァ ー の 十 22 二 1 0 ……… ① 


を 考え る . 

(1) 放物線 ① が 点 (2, 0) で ヶ 軸 と 交わ る と き , の 値 お よ 
び r 軸 と の も う 一 つの 交点 の 座標 を 求め よ . 

(2) 放物線 ① が > 軸 と 接する と き , Z の 値 お よび 接点 の 座標 
を 求め よ . 

(3) 放物線 〇 が 点 (4。 2) を 通る よう な の 値 が た だ 一 つ 存 
在 す る と いう . この よう な # の 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ フ > 放物線 ① と 2 次 方 程 式 
z* 十 gz 一 の 十 22 二 1 コモ 0 mhr ⑫) 

の 間 に 次 の よう な 対応 関係 が あり ます (mvB.107, B.108). 

① と > 軸 の 共有 点 - つ ② の 実 根 ("判別 式 ′ の =0) 

① と y 軸 の 接点 ~ つ ② の 重根 (判別 式 ′ カテ 0) 
また (1), (3) で 2 の 値 を 求め る と き は ,② を ZZ に つい て の 方 程 式 と 見 な 
すこ と が 必要 に な り ま す . どの 文字 に つい て の 方 程 式 を 考え て いる の 
か 。 い つも は っ きり し て いな けれ ば な り ま せん . 


左 還 (1) 放物線 ① は 点 (2, 0) を 通る か ら 
① に ァ =2, ヶ 王 0 0 テ 4 十 22 一 〆 十 22 十 1 
を 代入 し た . . の ー4g-5 テ 0 
(2 填 1)(2ー5)= テ 0 
g ニ ー1。 5 
g デ テー1 の と き , 放物線 や と > 軸 の 交点 の 座標 は 
ッ ”ー ァ ー2 テ 0 
(> 十 1)( ヶ ー2) 三 0 
ァ デ テー1, 2 
と な り , (2, 0) 以外 の 交点 は (一 1, 0) で ある . 
また g 三 5 の と き , 放物線 の と > 軸 の 交点 の z 座 
標 は 
ァ ” 上 5 ァ ー14 三 0 
(< 圭 7( ァ ー2)= テ 0 
の ーー76 2 
と な り , (2, 0) 以外 の 交点 は (一 7 0) で ある . 
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(2) 放物線 の が > 軸 と 接する 条件 は , 2 次 方 程 式 
<* 十 g テ 一 の 十 22 キ 1 デモ 0 ……… 《⑥) 
が 重根 を も つこ と で ある . 判別 式 は 
の テー4( 一 〆 十 22 十 1) 
ーー5〆ー8g 一 4 
で ある か ら , 重根 を も つ 条 件 カテ 0 は 
5〆ー8z 一 4 テ 0 
(2 一 2)(52 十 2) テ 0 
g@ 三 2, ー- 
で ある . 
g 三 2 の と き , ③ は 
ァ " 十 2 ァ 二 10 
(x 十 1)* 王 0 ia の 学 1 
と な り , 接点 は (一 1, 0) で ある . 
gz ニー を の と き ,③ は 
2 U 
アー マオ 0 
NE 還 M 
析 請 55 5 
1 
と な り 。 接点 は 0) で ぁ る . 
(3) 放物線 ① が (7 2) を 通る 条件 は 
2 だ 十 g@ 一 の 十 2g 十 1 Ws これ を 6 に つい 
の ーー(7 寺 2)2 一 だ 十 1 ニテ 0 て の 方 程 式 と 見 
これ が 。Z の 2 次 方 程 式 と し て 重根 を も つ 条 件 は る . 
判別 式 =(7 寺 2)* 一 4( 一 だ 十 1) 
ー5/ 十 47 
三 0 
で ある . すなわち 
(57 十 4)7 テ 0 


っ 半 
一 5? 0. 


6, ひ を 実数 の 定数 と し て , 2 次 方 程 式 
ァ * 上 ZZ 十 の テ 0 POCCCOCC ① 


を 考え る . 

(1) 方 程 式 ① が 2 根 3。 一 2 を も つよ うに 2, の 値 を 定め 
び 

(2) 方 程 式 の が 2 根 2。 を も つよ うな 2, 2 を o, / で 表 


せ 。 た だ し っ o, / は 異な る 実数 と する . 
(3) 方 程 式 ① が 重根 2 を も つよ うに Z,。 5 の 値 を 定め よ . 


B.109 で は 放物線 が ある 一 点 を 通る と いう 条件 か ら 々 の 
値 を 定め まし た . 上 の (1) は 軸 と 交わ る 2 つの 点 を 与え て 2 と め を 定 
め よ うと し て いま す . (2) も 同様 で す .(3) は (1), (2) と どう 違う か , また 
どう 関連 し て いる か , そこ が お も し ろ い 所 で す . 


放物線 * ( 1 ) >=3 が ① を 満た すこ と か ら 
ッッ“ 十 の 十 め 89 の に!9 ー (0 拉 記 ポポ ee ② 
が 点 (3, 0) で また > ニー2 が ① を 満た すこ と と か ら 
ァ 軸 と 交わ る と 四 ニコ /ー 0) 写 ee…… ⑥ 
当っ て ちよ. の, から 2? を 求め る 、@②-⑧ より 

5 十 52 テ 0 DO 主 (ーー に | 


よっ て , ② か ら 6 ニー6. 
(1) と 同じ こと を 区 (2 ) > テ ゥ が ① を 満た すこ と か ら 


する . の 十 o2 寺 0 tetst ④ 
ァ ー/ が ② を 満た すこ と か ら 
記 十 82 十 6 王 0 PCOOCOCCG ⑤ 
④, ⑤ か ら 6, 2 を 求め る . ③④ー⑤ より 
これ は 因数 分 解 の 〆ー/ 十 gg 一 /Z 三 0 
で きる . … (2 の (2 寺 の 十 (2 一 の 4= テ 0 


( ゥ の (cg 十 8 十 の = テ 0 
と ここ で eg キン で ある か ら 
@ 十 十 2ー0 … og ニーg 一 及 。 0 ……… ⑥ 
よっ て 。④ か ら 
〆+g( 一 @ー の 十 6 王 0 
ーg/g 十 5 テ 0 … 6 デ @9。 0 ……… ⑦ 
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( 3 ) =2 が ① を 満た すこ と か ら 
4 十 2g 二 6 デ 0 mt る も う 一 つ 式 が 必 
また ① が 重根 を も つこ と か ら 要 だ が ……. 
判別 式 ミ ゲー45= モ 0 lo ⑨ 
⑧, ⑨ か ら 2, 2 を 求め る .、⑧ よ り 
カニ ーー クウ ク ー20 請 目 還 S ⑩ 
これ を ⑨ に 代入 し て 
〆ー4( 一 2z 一 4)=0 
@ の 十 8g 十 16 テ 0 
(2z 十 4)*ー0 
gw 三 ー4 
よっ て , ⑩ か ら 64. 


2 ニー6 と な り , 当然 な が ら , (1) の 結果 と 一 致す る . 


(3) で 考え た 状況 は , (2) で 言え を ば eg ニー2 の 場合 に 当る . し か 
し (2) で は e キ 8 と いう 仮定 が 必要 だ っ た か ら , ⑥, ⑦ に 2 ニー2 を 
代入 し て も だ めで ある . それ で も , 試み に 代入 し て みる と , 2 テー4| 
6 王 4 と な り , (3) の 結果 に 一 致す る . これ は (2), (3) を 統一 的 に 扱う 方 法 
が ある こと を 示唆 し て いる . 

実際 (2) に は 次 の よう な 別 解 が あり , eZ キ / と いう 仮定 を 必要 と し な 
い . し た が っ て (2) の 結果 ⑥, ⑦ に gz ニー2 を 代入 する こと が 正当 化 
され る の で ある . 


( 2 ) の 恩 触 方 程 式 や が 2 根 。 を も つと は , 
ァ * 二 2* 十 ちの が 次 の よう に 因数 分 解 さ ん る こと を 意 


味 する . 
<" 十 gz 十 5 王 (テー の (>ー8) 2 王 6 の と きも 
右辺 を 展開 し 正しい . 
ァ * 十 gz 十 の 6 ニッ パー(Z 十 の の)z 十 gg 
係数 を 比較 する と 
g ニ ニー(e 十 /) 解 と 係数 の 関係 
6 g/ A1.7 


2 の 3$1 二 次 関数 


則っ | 

の 方 法 で 求め よ . 

(1) テ ( ヶ 十 1)( ヶ ー3) の グラ フ を 描く . 

(2) 実数 4, に 対し , 条件 4 ぢ >0 は 
4, ぢ >0 また は 24, <0 

と 同等 で も る こと を 利用 する . 


英語 で は 「 分 か る 」 と いう こと を 「 見 る 」 と 言い ます 
が , 言葉 で くど くど 言わ れる より , 絵 を 描い て 見 せら れ た 方 が ずっ と 
分 か りや すい と いう 経験 を 誰 で も 持っ て いる で し ょ う . し か し 一 方 で , 
この よう な 直観 的 理解 は . それ を 論理 的 に 裏づけ る こと に よっ て , い 
っ そう 深い も の に な る と いう こと も 事実 で す . (1) は 直観 的 に , (2) は 論 
理 的 に 2 次 不等式 に アプ ロー チ し ます . 


(1 ) = テ ( ヶ 十 1)( ァ ー3) 
の ツジ シン は タテ ニー 3 で の 較 と 交 当 りり 5 
また (z 十 1)(zー3) テ ァ *ー2 ァ 一 3 
三 ( ァ ー1)ー4 

で ある か ら , 頂点 の 座標 は (1, 一 4) で あ 
る . よっ て ヵ ヶ >0 で ある よう な ヶ は 

で に ES7/Gl だ 紅く や 
で ある . 


( 2 ) 4, 万 の 符号 と 4 の 符号 の 関係 
は 下 の 表 の と お り で ある . 


すなわち ,「4 ぢ >0」 と 「4, ど >0 また は 
用, く 0」 は 同等 で あや る. し た が っ て 
(z 十 1)( ァ ー3)>0 は 
の 3 お 0 語 の SL0 選 ま (は 人 25RU5N22g3iO 
と 同等 で も ある. よっ て 
つま 229 ま 7 上 選 が つの 2DcS8ii 
ァ ジ 3 まだ は ァ マ ー1 を 得る . 
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次 の 不等式 を 解け . 
ー ァ " 十 8 ァ ー2 く 0 (2) 2z? 十 4 ァ 十 1 ミ 0 


[アプ ロー チ > B.111 の どちら の 方 法 を と る に せよ , 方 程 式 
ー ァ “ 十 3 ァ ー2 三 0 や 2z* 十 4 ァ 十 1 三 0 を 解い て お く 必 要 が あり ます . 


(1 ) テー ァ z* 十 3 ァ z 一 2 の グラ フ を 描く . 
ニモ 82 三 2 三 三 ⑫ 三 (2 三 2 
で ある か ら , 軸 と の 交点 は > ニ 1, 2 で ある 。. 
図 1 図 2 
7 5 1 
9 デーx" 十 3 一 2 9 三 2z" 十 4 十 1 
| 


/ ハ 


グラ フ は 図 1 の よう に な り , 不等式 の 解 は 
OS ま 7 まま 還 2 くき の 


(2) 方 程 式 2z? 二 4 ァ > 十 10 の 解 は 
ニニ ニー ニー キー - ー2 土 2 雪 2 次 方 程 式 

2 gr* 十 z 十 c 王 0 
で ある か ら , 5 十 4 ァ 十 1 の 2 の 解 は 


ワム ーー 


放 5 ント ピル ー の 土 7 が ゲー42gc 
県 マー 2 の 


で 交わ る ( 図 2 ). よっ て , 不等式 
の 解 は 6 B.108 


ーー ーー 


で ある . 

注意 B.111 の 解答 中 の 表 を 見 れ ば 
「4 ぢ < く 0」 は 「4 く 0 く < 戸 また は 太 <0 く 4」 と 同等 
「4 ぢ ミ 0」 は 「4 く 0 く ぢ また は く <0 く 4 また は 4 テ 0 また 
は ぢ = テ 0」 

と 同等 で や る こと が わか る . これ を 用 いて 上 の 結果 を 論理 的 に 裏づけ 

る と と の でき 12 る 
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次 の 不等式 を 解け . 
(i) 2z2 キ ァ ー1 ミ 0 ] 生 3 の 42ー2z 90 
(2) 上 の 結果 を 利用 し て 次 の 不等式 を 解け . 

|2z? キ ァ ー1| 一 |3z2ー2 ァ ー5| ミ 0 


Q) 


克 プ ロー チ > 絶対 値 を 麗 れ る 必要 は あり ませ ん . も し も 
2 に カー コル 生 0 罰 がら 用 3273 二 2 の 5 受 0 

を 満た す の 範 囲 に 限定 する な ら ば , (2) の 不等式 は 
(2zZ キ ァ ー1) 一 (3z?ー2 ァ ー5) 科 0 

と 同じ こと で す . 絶対 値 の 定義 
l4=[ 2 用 全 0 の と き 


用 用 < く 0 の と き 
を 使い まし ょ う . 


(1) G⑪) 2z2 キ ァ ー1 テ (2z 一 1)(> 十 1) 
=2(z- 念 c+1 
で ある か ら , 不等式 の 解 は 1 
の 二話 ま り 7 は の 生計 = 
(ii 3z*ー2 ァ ー5 テ (3 一 5)(z 十 1) 
=3(z- 言 )c+D 
で ある か ら 不 等 式 の 解 は 
1 EZ 々 生 
( 2 ) 1) と 同様 に し て * 
1 


2z* 十 ァ ー1 く 0 の 解 は ー1 く ヶ く テ 


3 巡 ー2 ァ ー5<0 の 解 は ー1< ヶ くき 
で ある こと が わか る . 
き を 境 い 目 と し て 次 の よう に と の 
範囲 を 分 割 し て , 2? 上 ァ ー1。 3z%ー2 ァ ー5 の 符号 を 


ァ デ テー1, 


調べ る . 
馬 た 間 | 還 | 症 間 上 9 昌 記 寺川 8 
ぐー] | ァ ニ ー1 1 くく っ メー デラ 2 い SS pa すす < 
2zZ+z-1| + | 0 ー 0 す + | + 
BZ-2z-5| + 0 0 | + 


$1 B 篇 (演習 問題 ) ダラ 
プ (?) 三 |2z? キ ター1| 一 |3z2ー2 ァ 一 5| と お く . 
縛 拉 2 の 主 呈 中 (の (らき 
げ ( ヶ ) テ (2z デ キ ァ ー1) 一 (3z*ー2 ァ ー5) 


テー ァ * 十 93z 十 4 
テー( ァ ー4)( ァ 十 1) 
よっ て (>)=0 の 解 は 
ー1 ミ ァ >S ミ 4 (か つ > ミー1) る ァ ミ ー1 の 館 囲 
ロッ ーー ニー ee ① だ け で 考え て い 


1 る . 
の ー1 く ヶ く テ の と き 
7(z) テ ー(2z* 十 ァ ー1) 十 (3z*ー2 ァ ー5) る 4<0 の と き 
ーッ *ー3 ァ ー4 |4|=ー4 
三 ( ァ ー4)( 十 1) 
よっ て 7( ヶ ) ミ 0 の 解 は 


5 1、 ま 玉 は 25 ァ ( ぁ っ ー1 く みく) 


と な り , この よう な は 存在 し な い . 
0 9 
3" 訪 き ァ く 訪 の と き 
げ () テ (2z* キ テー1) 十 (3z*ー2 ァ ー5) 
5z“ー ァ ー6 
三 ( ァ 十 1)(5 ァ ー6) 
よっ て 7 パパ ヶ )=0 の 解 は 
6 1 5 
ィ ミ ー1 また は で ミッ ァ ( ぁ っ ミ ァ くき ) 
6 5 
まそ くす FL エイズ の) 
し ミッ の と き , 1" と 同様 に 


プア (z) ニ ー( ァ ー4)(z 十 1) 
よっ て 7 パ (>) テ 0 の 解 は 


ポー ( ゅ っ きす ミッ) 


すき と ミ 4 cgiss ③ 
ァ ニ ー1 また は 世 = ァ 4 半生 
5 < ァ ミ 4 


で ある . と な る . 


タダ 3$1 一 次 関数 


BB.114 デビ ー ゴ 
げ (>) テ ァ * 十 (2 十 1) ァ 一 2Z ア 十 1 
と お く . た だ し Z は 実数 の 定数 で ある . 
(1) 2 次 不等式 7/(z) ミ 0 が すべ て の 実数 > に 対し て 成立 す 
る よう な Z の 範囲 を 求め よ . 
(2) 2 次 不等式 7(z) ミ 0 を 満た す 実 数 > が 存在 する よう な 
Z の 範囲 を 求め よ . 


=| 


[アプ ロー チ > 不等式 /(z) ミ 0 や 7(z) ミ 0 は , 9 ニア (z) の グラ フ と 
ヶ 軸 の 位置 関係 に よっ て 解 の 様子 が 変り ます . 特に 放物線 ?= ニ (>) 
の 頂点 の ヵ 座 標 が 重要 で す が , いわ め ゆる 判別 式 (B.108) を 利用 する こ 
ea 


判別 式 は げ ( ヶ ) テ (z“ 十 (2 十 1)z) 一 2ZZ 十 1 
(2 十 1) g 填 1\2 /g 十 1\2 。。 
ー4( 一 222 二 1) =(z+ 2 ) ( 2 )-z ni 
9Z* 十 22 一 3 ZilV2 2 

=(>+ う ) - れ 4 +223) 


よっ て 放物線 ヵ = ニ 7(z) の 頂点 の ヶ 座 
標 は 。 ー オ 923) で あり , 放 物 


線 ヵ ー ア (>) と y 軸 の 位置 関係 は 左 図 
の よう に 3 つの 場合 が ある . 
(1) すべ て の に 対し て 7(>)=0 
が 成立 する と いう こと は , =7(y) の 
グラ フ が の ⑦ ま た は の ⑦ の よう に な っ て い 
の US2NKGGNG の の 生 よう つ 36 


ー 寺 (9Z+2z 一 3)=0 
4 


92* 十 2g 一 3 ミ 0 
9Z+2g 一 3 ニ 0 ら ーー ソイ gas ay 
の 解 は 
了 (2 ) ゥ ニー7(z>) の グラ フ が の ⑦ ま た は ② の よう に な 
ー?2/4 二 4.9.3 つて いれ ば よい の で 
18 1 

ー2 エ 4/ テ ー ィ (9Z 二 22 一 3) ミ 0 92" 十 22 一 3 生 0 

9 


ー1ー277 ー1 十 277 
ーー は 27 qc ミーー ィ ーーー または 人 
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品 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 


基本 公式 sin* の 十 cos* の ニ 1 | 


基本 公式 tan 9 ニ mM の 


cos の 

| 角 比 の 定義 の 拡 
ーー ニコ 2 の 三角 比 
180* 一 9 の 三角 比 


| 角 比 の グラ フ トーー| 三角 比 に よる 角 の 決定 | 


| 定理 簡 単 な 形状 決定 | 
三角 形 の 
余弦 定理 面積 の 公式 ・ ヘ ロン の 公式 


三角 形 の 
面積 と 外 接 円 ・ 内 接 円 


I. 三角 形 の 記号 


B 


へ ABC に お いて 。 ン A, ン B。 ン C の 大 きき 
を 単に 4, 万 。 (印刷 で は イタ リッ ク 体 大 文 
字 ) と 書き , それ ら の 対辺 BC, CA, AB の 長 
さ を 単 に 4, 2, c( 同 じ く イタ リッ ク 体 小 文 
字 ) と 書く 習慣 が ある . 


IL. 鋭角 の 三角 比 の 定義 


以下 , し ば らく の 間 ( ヵ 47 て 49 の 間 ), 直角 
三角 形 を 考察 する . 
C= テ 90" の 直角 三角 形 に お いて , AB を 斜 辺 
と いい 。 己 A だ 注目 し た と き は , 
BC を ン A の 対辺 。 CA を ン A の 隣 辺 
(oo2 記 
な お , 2, 2。 c の 間 に は , 
三平 方 の 定理 〆 ゲ 十 ゲ = テ c* 
が 成り 立つ . 


直角 三角 形 ABC に お いて C= テ 90" と する . 頂 角 A の 大 き さ 


人 4 を 定め る と 


3 辺 の 長き 2。 2,。 c の 長 さ は 決ま ら な い が そ の 


比 2: 2:c は 決ま る . し た が っ て , 角 A の 大 き さ 4 を 定め る と 


対辺 _ 
斜 辺 


隣 辺 2 対辺 _g 


c” 斜 辺 c' 隣 辺 65 


の 値 は いずれ も 定まる . よっ て , これ ら は 4 の 関数 で ある . これ 
ら を それ ぞ れ sin 4。 cos 4。tan 4 で 表す . すなわち , 


sin 4 ーー cos 4 計 tan スー テ 
と (@ の 


と 定義 する . 
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1? sin 有 4 を 4 の 正弦 , cos4 を 4 の 余弦 , 


tan 4 を 4 の 正 接 と いう . 四 
また , 正弦 , 余弦 , 正 接 を まとめ て 三角 
山 E 守 VS の た 


2 右 図 の よう な 直角 三角 形 で は 
0 二 本 1 
sin 有 ノー 5 cos 4 5 ' tan 4 の 4 


3033W453S850 抽 の 
三角 比 は 簡単 な 値 
で ある . これ ら は 
下図 を 用 いれ ば た 
だ ち に 求め られ る . 


正三 角形 の 半分 ニー 一 ご” 1 N 正方 形 の 半分 


4" 上 に 示し た 角度 以外 の 角度 の 三角 比 の 値 .。 た と えば , sin10" な 
どの 値 は 簡単 に は 計算 で き な い . 
これ ら の 値 は , や や 高級 な 数 学 の 理論 に 基き , コン ピュ ー タ を 
利用 し て 近似 値 が 計算 され , その 結果 が 表 に な っ て いる . これ が 
三角 関数 表 ( ふ つう , 教科 書 の 付録 に 簡単 な も の が つい て いる ) で 
ある. 
最近 は , た と えば , C0) と “キー” を 押す だ け で , 
瞬時 に , この よう な 近似 値 を 表示 する 電卓 (関数 電卓 ) も (お 金 を 
出せ ば ) 簡単 に 手 に 入れ る こと が で きる . 
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5” 以上 で , 角 の 9 の 三角 比 sim 9 の, cos 9, tan 9 が , 0 く 9 く <90* の 範 
囲 の の 9 すなわち 鋭角 9 に 対し 定義 され た . 


これ を グラ フ で 示す と 次 の よう に な る . 


1 cos の 


王 


to 一 


1 三 寺 
0 30" 90* O 60' 90' 9 


ぶす 


実は , 後に 述べ る よう に , 鈍 角 に 対し て も , sin の , cos の , tan の 


の 値 が 考え られ る . 重光 字 222 


6" C=90" と な る 直角 三角 形 に お いて , 
「 ぃ ずれ か 1 辺 の 長 さ 」 と 
B 「 直 角 以 外 の も う 1 つの 頂 角 」 
が わか る と , 残り の 2 辺 の 長 さ を 三角 比 を た 用 いて 
表す こと が で きる . すなわち , 


(24 


1) c と 4 が 既知 の と き , 2 王 csin 4, 5ーccos 4 


さ ーー 4 ーー = の 
2) Z と 4 が 既知 の と き , し me | 


3) の と 4 が 既知 の と き , c ニ = ニー クタ _。。/=5tan4 
coS 4 


想 . 三角 比 相互 の 関係 
下図 の よう な C= テ 90* の 直角 三角 形 ABC に お いて , 定義 に 


放 
6 久 
Sin スーーーcos ア 
We 大 泊 ざけ 失 ①, 
cos オー テーーsin ぢ 
と 
64 tan4ー テ る 9) 
あり 記 ま た 
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トド / 考 90085 に 5 Se 《 
の に の ラー の 寺泊 未 洒 eo ④ 
が 成り 立つ . 
こと これから, 次 の 公式 が 得 ら れる . 


際 王 際 雪 点 mi 本 上 請 凍 訓 三角 比 の 

1) sin?4 十 cos?4 =1 基本 公式 
_ sm 用 

2) taa4 テ ビズ 

3) sim4cos(90* 一 4), 


cos 4ーsin(90" 一 4) 


1" 上 の 公式 に お いて , sin?4 と は (sn4)* の 意味 で ある . 
cos?4 な ども 同様 . 


2" 1) は ①, ④ か ら , 2) は ①, か ら , 3) は ①, ③ か ら そ れ ぞ れ 導 
か れる . 
ま 加 り 虹 200 守 使 あ と 


1 

2 ーー 

tan Con 
と いう 公式 が 得 ら れる . 


これ ら の 公式 は ,.4 が 鋭角 の 場合 以外 に も 成立 する . 
用 人 交 テ Az2 


3 鋭角 の 三角 比 に お いて は , 上 記 の 公式 1), 2), 3) に よっ て , 正 
弦 。 余弦 , 正 接 の うち どれ か 1 つの 値 が 定まる と 残り も 定まる . 
[ 例 ] た と えば , sin10* の 値 は 簡単 に は わか ら な い が , それ を と 
お け ば , 
cos*10" ニ 1 一 sin*10'" デ 1ーZ* 
cos10">0 で ある か ら , cos10'* ニ ユー の 
sin10"  g 


また , tan10' ニ ーーT 本 2 


4” 上 記 の 3) も 使え ば , 0"^-45* の 正弦 ,。 また は 余弦 の 表 が あれ ば , 
0*…90* の 正弦 。 余弦 , 正 接 が 求め らち れる こと に な る . 
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AA 昼 . 違 三角 比 の 拡張 


I. 90* ミ の ミミ 180* の 三角 比 


直角 三角 形 を 用 いて 鋭角 の 三角 比 を 定義 
し た が , 座標 を 用 いて 三角 比 を 定義 し な お 
と 22 

原点 を 中 心 と する 半径 ヶ の 円 を 書く . 
また , 与え られ た 鋭角 の に 対し て , ヶ 軸 の 
正 の 向き と 角 の を な す 半 径 OP を 書く . 

P か ら ヶ 軸 に 垂 線 PQ を 引く と, 直角 三 
角形 OPQ に お いて , 


0 EQ = 
cos 9ー で や: Sin 9 の = で py tan 9 で 6 


操 な る 。 よっ 2 PE の 褒 標 を 05 か) とく と 
こり py) ニシ 設 硬 呈 
cos 9 と Sin の ン tan の ① 


が 成り 立つ . 
そこ で , 鈍 角 の 場合 も 含め て , 
0* ミ の ミ 180* の 範囲 の 角 の に 対し て , 上 の 
① 式 に よっ て 
cos の , sin の , tan の 
を 定義 むす る の で ある 。. 


ll 9120" の と き , 半径 を 2 と し て 書け ば P( 一 1, /3 ) と 
な る . 
OS 


cos120' ニ ー あ sin120"= マ デー tan120" ニ ー/3 


2* 円 の 半径 を 1 に と れ ば (この よう な 原点 を 中 心 と する 半径 1 の 
円 の こと を 単位 円 と いう ) 
アーcoS の , ' ヶ 三 sin の 
と いう こと に な る 。 
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3” 新しい 定義 に よれ ば ぱ , 
9 の =0"。90", 180" と いう 
特別 な 角 に 対し て は , 右 
の よう に な る . 

tan90* の 値 は 存在 し 
な い . 

4" 0" ミ 9 の ミ 180'" と し て も 

次 の 基本 公式 が 成立 する . 


[公式 ] 1) sin?9 十 cosZ9 テ 1 


の Ti ワニ Pi の 


cos の cos^ の 


三角 比 の 基本 公式 


I. 180* 一 の の 三角 比 
180" 一 の の 三角 比 と 9 の 三角 比 と の 間 に は 
次 の 公式 が 成り 立つ . 


[公式 ] sin(180"- の =sin 9 
cos(180*" 一 の テーcos の 


tan(180" 二 の テーtan の 


右 図 の よう に AOP= の な る 点 P 
(z, ヶ ) を と り , ヵ 軸 に 関し て P と 対称 な 点 を 
P( 一 >。 ヶ ) と する と , AOP' テ 180" 一 9 と 
な る . よっ て 上 記 の 公式 は , 三角 比 の 定義 ① 
か ら 明 ら か に 成立 する . 

2* 鈍 角 の 三角 比 は , この 公式 に よっ て , 鋭角 の 三角 比 か ら 求 め る 
に の SC で 0 き 2 の 

3 0" く の <90* で は sin の , cos 9, tan の の 値 は すべ て 正 で ある . 

し か し , 90* く の < く 180'" の と き に は sin の >0 で ある が , 
cos の く 0。tan の < く 0 と な る . 
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皿 . 三角 比 の グラ フ 

0" ミ の ミ 180"” に お ける の と sin の , cos の, tan の と の 関係 を 示 
す グ ラフ は , 次 の よう に な る 。. 


1 


一 sin の 


9 三 cos の 


1" 0" ミ 9 ミ 180* の 範囲 の 角 に 対す る sim の 9, cos の の 値 の 範囲 は 
0Ssin 9 ミ 1, ー1 ミ cos の ミ 1 
で あり , tan の は あら ゆる 実数 値 を と る . 
2" 90* く の く 180*" で は , の が 増す と sin の の 値 は 減少 する 
0" く の く <180*" で は , の が 増す と cos の 9 の 値 は 減少 する 
こと 注目 し よう . 


IV. 三角 比 の 値 か ら 角 を 求め る 
た と えば sin30" 一 計 で ある が , 逆 に sin の 一 二 と な る 角 の 
は 何で ある か を 考え て みよ う . た だ し , 0" ミ 9 ミ 180" と する . 
単位 円 (原点 を 中 心 と する 半径 1 の 円 ) 周 上 で 座標 が で 


ある 点 P に 対し 。 半径 OP と 軸 の 正方 向 と の な す 角 が の 9 で あ 
る か ら , 求め る の は 

の 9 王 30"。150* 
20622 捉 


1" 0 ミ c く 1 を 満た す c の 値 が 1 つ 与 えら れ た と き 
simn の 王 c。 た だ し , 0" ミ 9 の ミ 1807* 
を みた す の の 値 は 2 つ あ っ て , それ を o,。 / と する と 
g 十 三 180* 
が 成り 立つ . 
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c 三 1 の と き は og 三 / (90") で ある . 
2* 余弦 , 正 接 に つい て 同様 の 考察 を する と , 次 の よう に な る . 
ー1 ミ c ミ 1] を みた す c の 値 が 1 つ 与 えら れる と 
cos の 三 c。。 た だ し ,。 。 0" 公 の ミ 180" 
を みた す の の 値 は 。 つね に 1 つ だ け 存 在 する . 
任意 の 実数 値 < を 1 つ 定 め る と , 
tan の 9 王 c。 た だ し , 0" ミ の ミ 180* 
を みた す の の 値 は , 
1) c キ 0 な ら ば , 1 つ だ け 存 在 し , それ は 90" で は な い . 
2) c 三 0 な ら ば , 90"。180" で ある . 
これ は , 軸 で 述べ た グラ フ を 見 る と と に よっ て も 納得 する こと が 
G き の 5 


人 AA 居 .8 三角 形 と 三角 比 ] 


I. 基 本 関係 
まず , へ ABC に お いて 
0* く 4<180"。0" く < くく 180"?。0" く C く 180* 
用 博士 C テ 180"* 
の 20 清 の 0。 6 デジ U 
ZS の に EC の SG の (の SS の に の 


TI. 正弦 定理 


| 二 
| の の C __?p 


sin4 sin ぢ simC | 
た だ し , は 外 接 円 の 半径 | 


1” この 定理 は , も と も と 
g 三 2sm 4。 5 三 27sin お 。 c 三 27sin C 
に 由来 する . また 
6: の :c デ sm 用 :sim ぢ :sinC 
の よう に 利用 する 場合 も ある . 
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皿 . 余弦 定理 


[定理 ] 〆= ニ ゲオ 〆ー22ccos 4 


ゲーc ア 上 ダー2cgcos 万 
c* 王 の 十 ゲ 一 2gcos C 


A 1′ 4 が 鋭角 の 場合 , 左 図 で へ BCD に 
ピタ ゴラス の 定理 を 用 い 
(2sin 4)* 十 (c 一 5cos 4)*ー〆 
この 式 を 整理 する と, 
の ーー ゲ 十 cー20c cos 4 
が 得 ら れる . 


2” 4= テ 90" の と き は , ピ タゴ ラス の 定理 
〆ー が 十 ど 
と な る . 
よっ て , 余弦 定理 は ピタ ゴラス の 定 
理 の 一 般 化 と 考え る こと が で きる 。. 


2 2 過 2 
ーー の よう に 書き 改め て 使う こと 


3" この 定理 は cos 4 モテ 
も 多い . 


4” 。 上 の 図 に お いて , AD= テ 5cos 4, BD テ 2cos 及 で ある か ら 
の cos 4 十 Zcos どーc 
(do 人 
この 関係 式 も (第 1 ) 余弦 定理 と 呼ぶ こと が ある . 


IV. 三角 形 の 面積 の 公式 


[公式 ] へ ABC の 面積 を S③ と する と 


1) S= テ 9c sin4ー テ cgsin お ー テ g2 sin C 


2) S=/s( ゞ ー2($ 一 の (ーー6), 
だ た だし, 2s 三 2 十 め 十 c 
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本 公式 り の ・ が 鋭角 の と き に は , 右 下図 を みれ ば わか 
る . 4 が 鈍 角 。 また は 90* の と きも 同様 に 図 を 描 り ば わか る . ノ NN 


2" 上 の 2) を ヘロン の 公式 と いう . 
三角 形 の 3 辺 が わか っ て いる と き 。, 
その 面積 を 与え る 公式 で ある . 


LIM 証明 に つい て は B.215 


3” 上 の 公式 1) か ら 


が 全 き / 
sim 有 4 smn ぢ 
この よう に , 正弦 定理 に 現れ る 関係 
人 
sm4 sn snC 
が , 公式 1) か ら 導 か れる . 


csin 有 イーcgsin。 … 


V. 三角 形 の 外 接 円 , 内 接 円 の 半径 


[公式 ] へ ABC の 外 接 円 の 半径 を だ, 面積 を | 介 接 円 の 半径 
SE の 


1" 正 蓄 定 理 よ り アニ ュー 面積 の 公式 より S= テ 6csin4 
この 2 式 か ら sin 4 を 消去 し て 得 ら れる の が この 公式 で ある . 


[公式 ] へ ABC の 内 接 円 の 半径 を / と する と 内 接 円 の 半径 


XS レコ 
ぐ S は へ ABC の 面積 。 2s 三 2 十 の 十 c 
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2* 性 明 : 内 接 円 の 中 心 I と 3 頂点 と を 結ん で 
へ ABC を 3 つの 三角 形 に 分 割 す る . する と , 
A AIBC の 辺 BC に 対す る 高 さ は , 内 接 円 の 半径 
ヶ で ある か ら 
2 へ AIBC テ Z ヶ 
AICA, へ IAB に つい て も 同様 で ある . 
CO お 


と AABC=A へ IBC+ へ ICA+ へ IAB 
か ら 


gaeson 2S 三 4 ヶ 十 の ヶ 十 c ヶ 三 25 ア 
が 得 ら れる . 


VI. 三角 形 の 形状 決定 
7 だ 5 は 
「 へ ABC の 辺 と 角 の 間 に 
cos 4ー ム cos ど 
が 成り 立つ と き , 
へ ABC と は どん な 形 の 三角 形 か ? 」 
と いっ た 問題 を , 三角 形 の 形状 決定 問題 と いう . 


1" この タイ プ の 問題 を 解く に は , 正弦 定理 。 余弦 定理 を 用 いて , 


辺 の み , また は , 角 の み を 含む 関係 式 を 作る と 都合 の よい こと が 
多い . 


用 人 補 具体 例 に つい て は , ms B.216。 217 


aa っ 5 ルウ ルリ ドー ニー 


5Z 


epos 


「 明 ら か 」 に つい て 


数 学 で は 「 明 ら か 」 と いう 表現 を よく 使い ます 。 普通 「 明 
ら か 」 と いっ た ら , “疑う 余地 の な い ” “明白 な ” と いう 意味 
で ある と 受け と る と 思い ます が , 数 学 で は , 大 体 の 場合 

証明 する こと は で きる が , と り わ け 難 し い 着 想 を 必要 と 

し な い の で いち いち 丁寧 に 述べ る まで も な い 

と いう 意味 で 使い ます 。 この “明らか " に 対応 する 英語 は , 
clear で は な く trivial で す 。clear と 区 別 す る た め に , trivial 

を 「 自 明 な 」 と 訳す こ と も あり ます 。 わ ざわ さき 他 か ら 根 拠 を 
探し て こ な く と も 自 か ら 明らか で ある ,。 と いう わけ で す 。 

や る 気 に な れ ば 誰 で も で きる 自明 な 証明 を 与え を る こと は , 
学問 研究 の 立場 か ら 見 れ ば , “くだ ら な い ” こと で すか ら , 
trivial に は , この よう な 否定 的 ニュ アン ス が 含ま れ ま す 。 

20 世 紀 を 代表 する 数 学者 で ある アン ドレ ・ ヴ ェ イ ユ は , セ 
ミナ ー の コメ ント と し て 次 の 3 つの 句 し か 発し な か っ た と い 
われ ます 。 

「 そ れ は , まち が っ て いる 」, 「 そ れ は 私 が も う や っ た 」, 
「 そ れ は trivial で ある 」 

「 の また は 9 また は ヶ で ある 」 と いう 文 は 「 の で な いか つの 
で な いな ら ば ヶ で ある 」 と いう 文 と 同じ 意味 を も っ て いま す 
か ら , ヴェ イ ユ の 態度 は 

「 ま ちがっ て いな い し か も 私 が まだ や っ て いな い 
こと は 。 trivial で ある 」 
と 主張 し て いる こと に な り ま す 。 天才 ヴェ イ ユ の 自信 を 物語 
る 逸話 で す 。 

と ころ で 高校 生 諸君 が 「 明 ら か 」 と いう 表現 を つか うと き 
は ,「 き っ と この 命題 は 正しい だ ろう が , その 根拠 を 何と 説明 
し た らい いか わか ら な い 」 と いう 意味 の よう で すね 。 も ちろ 
ん , これ は , 正しい 使い 方 と は いえ ませ ん 。 
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B. 己 1 ーーー 
(1) 0" く の <45* 
な る の に 対し て , 
tan29 三 Z 
と 3 
右 図 を 利用 し て 
tan の を で 表せ . 


(2) tan15” の 値 を 求め よ . 


正 接 (tan) の 定義 を 思い 出せ ば , 知る べき は CD の 長き 
で きま 


(1 ) BD=AB= ソ 2g* 十 1 
DC テア 〆 十 1 十 1 


人 ど 
tan の ー DC 


分 母 の 有理 化 _ の 1 一 1 
の 


(2)) 7151 と お く と 。, 
= 三 ーー 語 
g 三 tan 30 7 す 


で ある の で , (1) の 結果 より , 


/ 全 者 | 
2 一 73 


tan15" ニ ーーーーーー 


Y3 
と な る . 


[ 注 ] (1) で 得 ら れ た 結果 を 々 に つい て 解け ば , 「 数 学 IL」 で 学ぶ 倍角 公 
式 の 1 つ 


2tan の 


tan29 ニ ュー セク 


が 導 か れる . 
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0" ミ の 9 ミ 180* と し て 次 の も の を 求め よ . 
() cos の 一 計 の と き の , sin の , tan の の 人 


9: 
(2) sin っ の と き の , cos の , tan の の 値 


ーーー ニ =! 


[アプ ロー チ > 拡張 され た 三角 比 の 定義 の 復習 で す . (1) で は , 原点 中 心 
の 半径 5, (2) で は 5 の 半径 の 円 を 描い て 考え る の が 良い で し ょ う . 


隊 罰 (1) 原点 を 中 心 と する 半径 5 の 
半 円 と , 直線 =4 と の 交点 を P と す 
る と, 動 径 OP に 向っ て ヶ 軸 の 正 の 方 向 
か ら 測 っ た 角 が の 9 で ある . 点 P の 座標 
が (4,。 3) で ある こと か ら , 


ーー 
sin の ー 5' tan の ニ 4 


と な る 。 


(2 ) 原点 を 中 心 と する 半径 /5 の 半 
円 と 直線 ? ニ 1 と の 交点 を Q と する と , 
動 径 0Q の x 軸 か ら の 回 転 角 が の で あ 
る . その よう な 点 Q は 2 か 所 あり , その 
座標 が ( 土 2。1) で ある こと か ら 


の 由 
に ーー 
cos の こっ tan の ED 


と な る . ( 複 号 同 順 ) 


sin^ の 十 cos^ の 一 1 , tan? の 上 1 ニー ュー , tan 9 ニ = の 9 


に より , 他 の 値 も 符号 を 除い て 確定 する . し か し 数 I で は 0* ミ 9 ミ 180* 
と いう 制限 が ある の で , sin の の 値 は 。 つね に , sin の =0 で ある 。. 
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B. 0 ヨ 


0" ミ の 9 ミ 180' と し て , 次 の も の を 求め よ 。 


① sin(90" の = さ の と き の 。sin の, tan の 値 


(2) sin(180'- の = の と き の , sin の , tan の の 値 


(3) tan(90"-ー の テー2 の と き の , cos の , sin の の 値 


[アプロ ー チ > 90" 一 の や 180" 一 の の 三角 比 の 公式 (Cp.49, 51) を 用 
いて 書き 換え て し まえ ば , 前 問 B.202 と 変わ り ま せん . ここ で は , 前 
問 の よう に , 図 に 頼ら ず , その 基本 公式 (G B.202 ( 注 )) だ け を 用 い 
I(GCZSE SM ラ お S 周 


sin(90"- の cos9 = (1) sin(90"- の = の 員 9= 人 を 


Sin' の 十 cos' の 一 1 や sin?9 ニ 1 一 cos?9 ニ 1ー( 全 ) 一 吉 
sin の 和 テ 0 ゆえ sin の = 
Sn の | = Sm の 3 
on の ーー の 区 ま ら て 。 9 
sin(180 一 の =sim9 度 (2 ) sin(180*- の = テ の sin の すみ 
=1-em の 1ー( さ こす 
cosS^ の 1 一 sin* の テ 1 3 9 
cos 9 る. 
ょ っ て , tan 9=S の どー よ _ キ  ( 複 号 同 原 
人 (GOGO 人 42 
3 la M 
tan⑳ー の ーーー ( 3 ) tan(90" 一 の = テー2 より , tan 9 ニー テ 
MIZ 8 1 4 
MI "00 の = 1+( テ ) 5 
の 


sin の >0 共 ここ で 。tan の < く 0 より , cos 9 の く 0 で ある の で , 


COS 9=-/ そ =ー- を - 
5 5 
2 っ )9(G 
1 


sin の 一 tan cos 9=( ) (- 了 本 
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① の と き , 次 の 式 の 値 を 求め よ . 


sin の cos の 
sin* の 十 cos* の 
sin* の 十 cos* の 


[アプ ロー チ > sin? の 十 cos*9 王 1 と いう 恒 等 的 関係 を 利用 する 有名 な 古 
典 問 題 で す . 


甘 還 (1) ① の 両辺 を 平方 し て , 恒 等 的 関係 
sin* の 十 cos* の 1 を 用 いる と 。, 


sin* の 十 2sin の cos の cos? の ニテ 


sin の cos 9 ニー GEGBCHOC (② 


( 2 ) sin*9 十 cos?* の 
三 (sin の 十 cos の )(sin?9 一 sin 9 cos 9 十 cos“ の ) の 十 の ー(2 二 の (〆ー の の 
三 (sin の 十 cos の )(1 一 sin cos の )、 
これ に , ①, ⑨② を 代入 し て , 
si の +cos*9= ニ うし 1 キー 一 
( 3 ) sin*9 十 cos* の 
三 (sin* の 十 cos* の )* 一 2sin* の cos* の の 二 の 三 (ZZ 十 6)* 一 2Z/ が 
1 一 2(sin 9cos の 
これ に , ② を 代入 し て 


2 
sin9 cos'9 ニ 1-2( = 飼 
[ 注 ] l 本 問 は , "o+8 テ か つ @ の 十 /ー1 の と き ①) 28 


(2) 〆 十 記 (3) 〆 十 が の 値 を 求め よ " と いう 問題 と , 実質 的 に 同 
じ で ある 。. 
2* g デ sin の , 2 三 cos の と お く と 。(2), (3) で は それ ぞ れ 
の 十 の =(Z 十 の )(2 寺 の 一 26(2 十 の 
の 十 が ー( の 十 の )(2 十 の 一 2 が (Z 十 の ) 
と 変形 し て も 解決 する . さら に , この 関係 式 は , 
g@7 十 の 7ー(2 の 7 十 の に り (2 十 の 一 2 が (2 に 7 十 の う 
と 一 般 化 で きる . 


62 3$2 図形 と 計量 


BB . ら 05 


0' ミ の 9 ミ 180" と し て 次 の 方 程 式 , 不等式 を 解け . 


(⑪) 0ー (2) sin 9= テ (3) 868. 


2 2 


[アプ ロー チ > 拡張 され た 三角 比 の 定義 に 戻る こと に より , 簡単 な 三角 
方 程 式 、 不等式 を 解い て み ま し ょ う . 


(1) 単位 円 と 直線 ヶ 一 訪 の 交点 と 原点 O 


と を 結ぶ 動 径 の x 軸 か ら の 回 転 角 が , 与 
えら れ た 方 程 式 を 満た す . その 交点 は , 
2 つ あ り 
中 
で ある . A, B か ら ヶ x 軸 に 下 し た 垂 線 の 
足 を それ ぞ れ A/。 B′ と する と , 
AOA'ー ン BOB' テ 30* 
で ある の で , 求め る 角 の は 


9 一 30" また は の =150". 
(2 ) Q) の 図 で , 単位 円 の ヶ = テ の 部 分 


に ある 点 P に 対し て , 動 径 OP の * 軸 か 
ら の 回 転 角 の が 与え られ た 不等式 を 満 
た すべ き で ある . 
よっ て , 求め る 角 の の 値 の 範囲 は 
30" ミ の ミ 150". 


(3 ) 単位 円 と 直線 ニー テ と の 交点 


は 1 っ で C(- ぁ で ぁ s. 


左 図 で 。 COC/ テ 60'" で ある の で ,。 単 
位 円 の ァ く ー テ の 部 分 に 対応 する 角 の 
の 値 の 範囲 と し て , 

120" て の ミミ 180“ 
を 得る . 
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日 . ら 0 ] 
正方 形 ABCD の 辺 BC 上 に ン BAP=0* く 9<45") と 
な る よう に 点 P を と る と 。 AP= ニ Z と な っ た と いう . さら に , 
B を 通り AP に 垂直 な 直線 と AP,DC の 交点 を それ ぞ れ 


Q,。 R と する と き , 次 の も の を 2 と の で 表せ . 
1) BQ 2 PO 
(3) へ PQR の 面積 $ (4) LPCRQ の 面積 S 


[アプ ロー チ > 図 を 描け ば , 直ちに へ ABPo へ BQP, 
へ ABP 持 へ BCR が 分 か り ま す . 


( 1 ) AB=APcos の 三 2cos 9 より , 
BQ= ニ ABsin 9wcos の sin の . 
( 2 ) へ ABPo へ BQP より ン と QBP= テ の 
PQ ニ BQtan の 


Sin の 
三 4cos の sin の ・ 


coS の 


ーgsin*. 

( 3 ) へ ABP 圭 へ BCR より , 
BR ニテ AP ニ Z 
QR= テ BR 一 BQ 

テ g(1 一 cos 9sin の ) 


ふ ー テ PQ ・QR 


@* 
gaO sin* の (1 一 cos の sin の ). 


4) 1 BP= テ (cos 9 一 sin の ) 
RC=BP=gsin の ABQP と へ BCR の 相似 比 
より , へ RPC の 面積 Ss は 人 。BP : BR=sin の: 1 
= す PC・RC 一 飼 sin cos 9sim の EE Nb 
と な る . よっ て 。 求め る 面積 S。 は と する の る 効率 が 良い . 
%Si 寺 5 


2 
ー 訪 Sin の {sin の (1 一 cos の sin の ) 十 cos 9 一 sin 


の * 
ー ラ Sm の cos の (1 一 sin* の ) 


2 
ー Sin の cos* の . 作 1 一 sin*9 一 cos* の 
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B. 0 ロフ 


の を 求め よ . 
(1) sin の 


2) BC 


AB=AC=4, BAC=2 9 (0*< く 9 の <45*) の 2 等 辺 三 角 
形 ABC が 半径 5 の 円 に 内 接し て いる . この と き , 次 の も 


(3) sin29, cos29 


[アプ ロー チ > 中 学 で 学ん だ 円 の 幾何 学 的 性 質 を 用 いま す . 


A と O と N は 
一 直線 上 に ある . 


(1 ) 円 の 中 心 O か ら AB 
に 下 し た 垂 線 の 足 M は , 辺 AB の 
中 点 で ある の で , 
OM= ニ YOA* 一 AM* = /5 一 4=1 
aiOM RG 
人間 譲 59 


( 2 ) O か ら BC に 下 し た 垂 線 の 
足 N は, 辺 BC の 中 点 で ある の で , 
BC=2BN 


三 2ABsin の 
ー。 Lu 35 
BSI 


(3 ) BON ニン BAO 十 有 ン ABO= テ 2 の 9 で ある の で , 
へ OBN に 注目 する と 


_ ON 
cos29 の = で モ - 7 


3 
CO 


al 


[ 注 ] 後に 学ぶ 公式 (正弦 定理 余弦 定理 , ま た, 数学 の 三角 関数 の 
公式 ) を 用 いれ ば , 上 と 異な る 求め 方 が 考え られ る . 
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ン A 三 45*, ン Bー60"。 BC=2 で ある へ ABC に お いて , 
次 の も の を 求め よ . 
1) AC (2) AB (3) sin75* 


[アプ ロー チ フ > 正弦 定理 , 余弦 定理 の 基本 的 な 使い 方 の 練習 で す . 


(1) 正 蓄 定理 に より , 
2 二 放 の 


sin45? sin60" 


( 2 ) AB= ァ と お き , 余弦 定理 を 用 いる と , 
AC*= ニ ッ ァ * 十 BC*ー2z・BCcos 60* 
6 ニッ ァ * 十 4 一 2 
92 ウー の 0 
と な り , ァ >>0 で ある こと か ら 
ァ ーAB=1 十 73 


( 3 ) ン C= テ 180" 一 (ZA 十 ン B) ニ 75" で ある の で 
再び 正弦 定理 を 用 いる と , 

0 2 

sin75” sin45" 


HE 2EDN OZ 
2 2 4 る A 


[ 注 ] C か ら AB に 垂 線 CD を 下す と , へ ADC, 
へ DBC は と も に よく 知ら れ た 直角 三角 形 と な り , (1) 
(2② の 結果 は 直ちに 得 られ る . 
また , A か ら BC に 垂 線 AE を 下 せ ば , 
AE=ABsn60*= せ キマ きき 


AB 1 寺 Y3 72 寺 76 
NG 2065 4 


sin 75" 三 


も 得 ら れる . 
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B. ら 0 = 
へ ABC に お いて , 2? 三 BC= テ 5,。 の ニーCA テ 6, c テ AB= テ 7 の 
と き , 次 の も の を 求め よ . 
(1) sin4:sim ぢ :sinC (2) cos4 : cos : cosC 
(3) へ ABC の 面積 $ (4) 外 接 円 の 半径 
(5) 内 接 円 の 半径 ァ 


= | 


| アプ ブローチ > 3 辺 の 長き さ が 決 まれ ば , 三角 形 は 1 つ に 決ま り ま す . 前 
問 同様 正弦 定理 と 余弦 定理 の 確認 で す . 
了 英 還 (1) 正弦 定理 か ら , 
グ ト sin4:sim 万 :sinC=Z: り :c 王 5:6:7. 
(2) 余弦 定理 か ら , 
Ge16 條 Es90 


10022 3286620 二 
同様 に し て , 
_19 計 油 
Cos ジー っ Cos じ ー モ 
に oz の の) 机 


CO0SZI ScoS. ぢ (GoSi@ 三 25R19E 7 
2 
( 3 ) sin4= ソ ューcos?4= ュー ) = 


B.215 の ヘロン 
の 公式 を 用 いる 区 。 S= す 2csim4= よ ・6.7.2V6_-6/6. 
こと も で きる 。 (4) 正 下 定 理 か ら 。 

の 5 。 35/6: 


2sim24 。、 27/6 。 24 
クマ 


(5 ) へ ABC の 内 心 を I と する と , へ ABC 
が 3 つの 三角 形 へ AIB, へ BIC, へ CIA に 分 
割 で きる . それ ら の 面積 の 和 を 考え る こと に 
より , 次 の 関係 を 得る . 

し 2 


2 
2S 276 


WW. 


[ 注 ] (2) で 示し た よう に cos 4, cos 万 , cos C の 比 だ け で は な く 。 値 
自身 が 求め り ち れる の で ある か ら , sm4, sin , sin C の 値 も 確定 する 。 
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日 . 10 ビー 
へ ABC に お いて , 辺 BC の 中 点 を M と お く . へ ABM, 
へ AMC に 余弦 定理 を 適用 する こと に より , 
AB* 十 AC*ー2(AM* 十 BM?) [パッ ポス の 中 線 定 理 ] 
が 成り 立つ こと を 証明 せよ . 


[アプ ロー チ 了 いろ いろ な 方 法 で 証明 で きる 中 線 定理 を , 余弦 定理 を 利 
用 し て 証明 し よう と いう も の で す . AMB ニ の と お く と , 
AMC=180" 一 9 と な る こと と に 注目 し まし ょ う . 


ン AMB= の と お き , へ ABM に お いて 余 ベ 
弦 定理 を 用 いる と, 
AB*= ニ AM* 十 BM* 一 2AM・BMcos 9 …… ① 
と な る . 
主 276 2 5 NT 
へ AMC に お いて 余弦 定理 を 用 いる と , M 


AC* デ = ニ AMX+ 上 MCX デ 2AM・MCcos(180"- の 
AC* ニ AM 上 BM* 二 2AM・BMcos 9 …… (⑨) s IMC=BM 
と な る . 1 
よっ て , ①+② か ら , 証明 すべ き 等 式 
AB*+AC*ー2(AM 二 BM?) 
が 得 ら れる . 時 


へ ABM, へ ABC が ZB を 共有 する こと に 
注目 し て 余弦 定理 を 用 いる と , 
AB 上 BM* 一 AMS 
2AB・BM 
_ AB* 十 BC デー AC* 
2AB・BC 


_ AB*+4BM*ー AC* 
4AB・BM 
と な り , これ ら が 等 し いこ と か ら ,。 
AB*+BM*--AM2 AB* 二 4BM*--AC* 
2AB・BM 4AB・BM 
2(AB?+ BMZー AM うーAB" 二 4BM”ーAC* 分母 を 払っ た . 
AB*+ AC* 王 2(AM*+BM”) 
を 得る . 自 


cosB 三 


cosB る BC=2BM 
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B. ら 11 
AD/BC で ある 台形 ABCD に お いて 。 
AB=4, BC=7, CD=5, DA= ニ 3 で ある と いう . 
対角線 BD の 長 さ を 求め よ . 


[アプ ロー チラ > いろ いろ な 方 法 が 考え られ ます が , いずれ に せよ , 
AD/BC と いう 条件 を 積極 的 に 利用 する こと に な り ま す . 


BD テ = テ ァ ,。 ADB テ の と お く と 。 
ZDBC= の 9 と な る の で , へ ABD, へ DBC に お い 
て 余弦 定理 を 用 いる と, 


人 ーー ① 
5* ニ ァ ? 二 72 一 2・7・zcos の 9 …… ②) 
が 得 ら れる 


と , 
4y“ー121 


News 同 s6N 
4 久 語 


( 別 解 1) D を 通り AB に 平行 な 直線 と BC と の 
交点 を 選 と し , DECーe と お く と , 
BED=180"- 々 で ある の で , へ DEC, 
6 へ BED に お いて 余弦 定理 を 用 いれ ば , 
守 下 628 2 (まう か 
2.4:4 32 
前 問 B.210 と 同 生 。 ] BDz=32+42ー2・3・4cos(180" の 


0000 ー ク Ds の 24IGOS の 0 証 2 き ② 


COS @ー 


と な る . 
よっ て ,。① を ⑨② に 代入 すれ ば 


20 人 
BD“ 三 25 十 24 32 4 8 還 1535) 2 . 


( 別 解 2) AB, CD の 延長 の 交点 を F と お く と , 
AFADco へ AFBC で ある こと か ら 
FA ニ 3 FD= が 分 か る 。 


e よる で : へ FAD, へ FBD が ン F を 共有 する こと に 
注目 し , 両者 で 余弦 定理 を 適用 すれ ば よい . 
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Be デー ニーーー 


AB=3。 BC=4, CA 三 2 の へ ABC で ン と ン A の 2 等 分 線 と 
BC と の 交点 を D と お く . 

(1) BD の 長 さ を 求め よ . 

(2) AD の 長き を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 初等 幾何 の 定理 を 覚え を て いれ ば , (1) は 簡単 で す 。 それ を 
忘れ た 人 の た め に 正弦 定理 を 用 いて も 解決 で きる こと を 示し まし ょ う . 


また ,cos 万 の 値 が わか る の で すか ら , BD が わか れ ば , AD を 知る の 
も た や すい は ず で す . 


(1) BAD テン CAD 三 の 
ADB テ /2 と お く と , 正弦 定理 に より , 
BD AB 

Sin@ Sin/ 

GDI AC 

sin み sin(180" 一 ) 


BD=AB・SB@ 
Sin / 


隊 訴 の Sin@ 
CD て 80" の 


G め の で 3 で 
sin(180" 一 の =sim/ 
で ある こと を 用 いる と , 


BD : CD= テ AB : AC=3: 2 。 初等 壮 何 の 定理 
が 得 ら れる . 
BD 二 CD= テ BC テ 4 
で あっ た か ら , 


9 生 員 2 
5 人 デ 。 


(2) 余弦 定理 を へ ABC と へ ABD に 対し て 用 いる . 
AB+TBC*-AC? 9 十 16 一 4 7 
2 AB・BC 2・3.4 8 
AD* ニ AB*+BD* 一 2AB・BDcosB 
144 12 7 54 


5 PU5 の 5 29 


証 /54S326: 
和 OHE 


cos どー 


ー9 二 
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= 青 4 に 】 

AB= テ 3, BC=4, CD テ 6 で ある 四辺 形 ABCD が , ある 円 
に 外 接 し , し か も , 4 頂点 A, B, C, D は 同一 周 上 に ある と 
いう . DA の 長き さき , お よび , cos 4 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 四辺 形 ABCD が ある 円 に 内 接する の は 4 二 Cー180" 
が 成立 する と き で し た . 外 接 する の は , どん な 条件 が 成り 立つ と きだ 
うだ ぐし レラ ょ うか が 2 


D まず , 四辺 形 ABCD が ある 円 に 外 接する こ 
と か ら , 


DA 十 BC= テ AB 十 CD が 成り 立つ . 
DA= テ AB 十 CDーBC= テ 3 十 6 一 4 三 5. 
次 に 。 へ ABD に 祭 弦 定理 を 用 いる と, 
BD*=3? 十 5ー2・3・5 cos 4 
BD* 三 34 一 30cos4 ーー 0 … の 0 ① 
また , 四辺 形 ABCD が ある 円 に 内 接し て いる こと 
か ら , C テ 180* 一 4 で ある の で , ム へ BCD に 余弦 定理 


を 用 いる と, 
も BD*= ニ 42 十 6 一 2・4・6cos(180*ー4) 
BD*=52 十 48cos4 ーー 0 ……… @) 
D ⑨②-① を 作り , BD を 消去 すれ ば , 
0=18+78cos4  … cos4 ニ ー 坪 
を 得る . 


一 般 に , ある 円 に 内 接する 四辺 形 ABCD に 
お いて , AC・BD= テ AB・CD 填 BC・DA と いう 関係 
が 成立 する . これ を 示す に は 左 図 の よう に , 2, め , 
c。 の 。。 9 を 定め 


ァ *ーg の 7 十 が 一 22 の coS お it ③ 
ァ ーc? 上 の デー2cg の cos(180" 一 ) 
ーc が 上 の * 十 2c の cos 太 の lr… ④ 


い xcg 二 ②x22 を 作り , これ か ら cos を 消去 し 
て ,。 (25 十 c の ) ァ ツー(Zc 十 67)(2Z 十 の c) を 導く . 同様 
に (2 の 十 の c)/ー(2c 十 67)(22 十 c の ) が 導 か れる . 
あと は , 両者 を か ける だ け で ある . 
“プトレマイオス (通称 トレ ミー) の 定理 " 
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ン A=90"。 ン B= テ の , BC の 直角 三角 形 ABC に お い 


て , 内 接 円 の 半径 ヶ を 2 と の 9 で 表せ . 


[アプ ロー チ > 内 接 円 の 半径 と いっ た ら A2.3V,。 B.209 で 学ん だ よう 
に 面積 を 媒介 に する 方 法 (CS*[ 注 ]) が ポピュラー で す が , ここ で は 。 
ン A=90" で ある こと に 注目 し て , 円 の 接線 の 性 質 を 利用 し て み ま し 
2 記 

へ ABC の 内 接 円 の 中 心 を 1 内 接 円 と 3 辺 SN 
BC。 CA, AB と の 接点 を それ ぞ れ D, E, F 
拉 衝 


円 外 の 1 点 か ら 円 に 引い た 2 接線 の 長 さ 
は 等 し い の で , 
BD テ ァ *, DC テッ 
1 ぐ 電 0 
< 


BF ニ ァ 。 CE ニッ 
と な り , さら に , 
AE ニ =AF ニ ァ ペロ AFTE は 正方 形 
で ある の で 
AB ニテ ァ オ ァ ケー6ZcoS 9 …… ① 
AC テ ッ オ ヶ テ gsin の 9 …… ⑨ 
BC= ニ ァ オ キッ テー6 。  …… ⑨③ 
が 成り 立つ . 
よっ て ,①+†②-ー⑧ を 作る こと に より , 


一 (cos の 十 sin の 一 1) 
を 得る . 


[ 注 ] 内 接 円 の 半径 の 公式 S ニ ァ ・ 
を 用 いる と , 


ia BiseB96 


に た て (&wA2.3V。B.209) 


ニー_ gcos の sm の 
7ー cos 9Tsin 9 十 1 と な り 上 と 見 か け の 異な る 結果 が 


得 ら れる . (当然 これ で も 正解 この 分 母 , 分 子 に cos の 十 sin 9 一 1 
を か け て 整理 すれ ば , 上 の 結果 と 一 致す る こと が 分 か る 
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B. 15 H 


三角 形 の 面積 き が , 次 の 式 で 与え られ る こと を 証明 せよ . 
(1) 1 辺 が 2, その 両端 の 角 が B,。C の と き 。, 
_ の sin ぢ sm C 
_ 2sin( 十 C) 
⑫ 中 3 辺 が 2 の C の らき 5 
S= テ ys(sー の (sー の (5ーc) 


(2s テ g 十 ヵ 十 C) [ヘロン の 公式 ] 


[アプローチ > 一般に, i) 2 辺 と その は さむ 角 , ii) 1 辺 と その 両端 
の 角 , 操 ) 3 辺 , の いずれ か が 与え られ る と 三角 形 は 確定 する の で す 
か ら , その 面積 も 定まる は ず で す . i ) の 場合 の 公式 が , 


S= テ csin4 で す .。 i), 前) に 対応 する 公式 を 導き まし ょ う . 


2 2 
(1) 正 蓄 定理 か ら sin4 sn sinC 
_ sin ガ Sm 


の Ginー 4 スル 7 の sj スズ 
これ を 。 S= テ esin4 に 代入 し , 


simーsin(180" 一 (お 十 O)) 王 sin( ぢ 圭 C) 


_ の sin ぢ sinC gsin ぢ sinC 
を 用 いる と 。 S 三 2sin4 。 2sin( 十 C) 日 


(2) 3 辺 の 長き が わか っ て いる の で , sn4 が 
2 の 滞 泊 ZnNP2 
sin 4 ニッ 1 一 cos?4 ニ 1-( 一 5 和 ) 


27c 

で 与え られ る 。 し た が っ て , 

S= テ 0csim4 ニ 4 の 2ー( が どー アア 

と な る . ここ で 平方 根 の 中 味 は , 

(20c 二 が 十 c*ーg9⑦(20c 一 ゲーc* 十 の ) 
(の < パー ゲー( の ー の 9 
ー(5 十 c 二 の (2 十 c 一 の (2 一 の 十 c)(2 十 5 一 と ) 
三 2s(2s 一 22)(2sー2 の )(2s 一 2c) 
16s(s ゞ ー2)(5ー の ( ゞ ーo) 

と 変形 さき れる. し た が っ て 

S=ys(5 一 の (sー の (5 一 c) で ある . 邊 
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BB 1 
へ ABC の 辺 と 角 の 間 に , 次 の お の お の の 関係 が 成り 立つ 
と き へ ABC は どん な 形 の 三角 形 で ある か . 
作 )28 地 お eos.Cーsin | | | ここ ③④ 
(2) z2cos 4= テ 52cos お mit ② 


[アプ ロー チ > 正 蓄 定理 余弦 定理 を 用 いて , “ 辺 の み ” また は 『“ 角 の 
み ” の 関係 式 に 変形 する の が 基本 戦略 . と い ぃ っ て も , 数 1I の 範囲 で は , 
“ 辺 に 統一 ” し た 方 が 安全 で す 。 


(1) 正 蓄 定理 より , 
sin イー ん 2。 sin ぢ ん め (を は 正 の 定数 ) 
と 書け る . そこ で , 余弦 定理 を 用 いれ ば , ① は 
2 か が の 
22 の 
と 書き な お すこ と が で きる . よっ て , 
が ゲーc2* の 6 
と な り , へ ABC は AB=AC の 三 等 辺 三 角形 で 
ある . 
(2) 余弦 定理 を 用 いて , ② を 書き 換え る と , 
の の の , どの が 
2 の c 2 と 
の ( ゲ 十 どー の = テ が (cf 二 〆 ダ ー の 7) 
(〆ー6)(Z2 十 ゲーc う 9= テ 0 
2 の また は 〆 十 ゲーテ oc* 
と な る . ゆえ に , へ ABC は , 
CB 三 CA の 二 等 辺 三角 形 また は , =90* の 
直角 三角 形 で ある . 


ん 2 = 辺 だ け の 式 に な 
お せ た だ た. 


2 


4 


「 数 学 L」 で 学ぶ 三角 関数 の 公式 (加法 定理 ) を 用 いる と 次 の よ 
うに 『“ 角 の 関係 ” に 帰着 さき せる こと が で きる . 
(1) 4= テ 180" 一 ( ぢ 十 C) より , 一 般 に , 
sin4ーsin( 太 十 C) テ sin 万 cos C 十 cos sinC な の で , 
① を - つ sin cos C 一 cos sim C テ 0 を sin( ぢ ジーC)= テ 0. 
(2) 2 三 2Zsin 4, 22sim ぢ お (アア は へ ABC の 外 接 円 の 半径 ) を 用 
いる と , 
② と - ぞ sin 4cos 4= テ sin cos を つ sm24 テ sin 2. 
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日 . 選 1 フ 
AABC に お いて , 
905 BGA 呈 AB 三 導 8 


で ある と いう . 辺 BC の 長 さ と 頂 角 A, C の 大 き さ を 求め 
訳 。 


2 辺 と 1 角 が 与え を られ た と いっ て も , 2 辺 と を の は さむ 
角 で は な い の で , 三角 形 は た だ 1 つ に 決ま り ま せん . 


へ ABC に 正弦 定理 を 用 いる と , 
Y3. 1 8 3 


INS 4 Lt の 
0*<C<180" だ か ら , C テ 60'" また は C=120". 
i ) C=60'" の と き ,。 4 ニテ 180"-( ぢ 上 C)=90". 
AC 
sin 30* 
ii ) C ニ 120" の と き , 4 ニー180" 一 (お 十 C) ニ 30" ニ 万 . 

よっ て 。BC=AC=1. 

IM 由 齋 還 り 違 

BC ニニ 2, 4 ニニ 90*, C ニ 60" 
また は 。 BC= ニ 1, 4 三 30", C=120*. 


BB@ 三 2 と お MSG 
へ ABC に 余弦 定理 を 用 いる と, 
12 王 〆 十 3? 一 27 3 Zcos 30? 
の 〆ー3g 十 2 三 0 
(2 一 1)(2 一 2) テ 0 
g 三 1 また は g デ 2. 
1i ) g 三 1 の と き , へ ABC は 
CA= テ CB の 二 等 辺 三 角形 
な の で , 
4 ニア ジ 30* _. 
C テ 180* 一 (30" 十 80) ミニ 1207. 
ji) g 三 2 の と き , 
1? 二 73? 王 2? より へ ABC は 
4ー90" の 直角 三角 形 
な の で , 
C180* 一 (90" 十 307) テ 60? . 


よう:@。 B@ 三 


ーー 
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ン A=60", AB= テ 3, AC= テ 2 で 
ある へ ABC に お いて , 各 頂 点 
を 中 心 と し , へ ABC の 外 接 円 の 
半径 を 半径 と する 円 を 描く . こ 
の 3 つの 円 の 2 つ ず つの 共通 部 
分 の 面積 の 和 を 求め よ . 


余弦 定理 か ら BC の 長 さ が 決 まる の で , 正弦 定理 に よ 
り , へ ABC の 外 接 円 の 半径 が 分 か り ま す . 

各 頂 点 を 中 心 と する 半径 の 3 つの 円 は , へ ABC の 外 心 ( 外 接 円 の 
中 心 ) 1 で 交わ り , 2 円 の 共通 部 分 は ,。 へ ABC の 辺 に よっ て 2 等 分 さ 
れ ま す . そこ で , へ ABC と 各 円 の 共通 部 分 の 和 に 注目 し て み ま し ょ 
う . 鮮やか に 解決 し ます / 


余弦 定理 に より , 
BCX=AB*+AC*ー2AB・ACcos60* 
ー3 二 2 一 2.3・2・ テ ー7 
151 5A7 織 < 
よっ て , 正弦 定理 に より , へ ABC の 外 接 円 。 ペ クン ン ン RS 
の 半径 は, 


二 還 寺 B(@ EC 
2sin60" 3. 
各 頂 点 を 中 心 と する 半径 と の 円 と へ ABC の 共通 部 (2693 
分 の 面積 の 和 $, は 。 ZA+ ン B+ ン Cー180" より , レレ 
の GU) 認 270 お 2 雪 / Ss 王 zCPXes 
Si ZPX2c0 2 た 67 SS 6 
2 
求め る 面積 き は 。 S,」 から へ ABC の 面積 +) 0c 厨 2 Xe 
180* 
5= す AB・ACsin60*= さ 5 ーー xs 
を 引い た も の を 2 倍 し た も の で ある の で , る 5ーS は 。 上 図 
S ぐ =2(5ー5S) で 斜線 が 2 重 に 
| 7 な っ て いる 部 分 
ー ョ テー373 の 面積 


と な る . 
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BB. 1 デー 
(1) 山 の 高き を 求め る た め に 。 平 地上 の 地点 A で 仰角 を 測 


っ た ら e で あっ た . つい で 平地 上 を 山 へ 向い て まっ すぐ 
4 だけ 進 ん だ 地点 B で 再び 仰角 を 測っ た ら で あっ た . 
山 の 高き ん を 求め よ . 

(2) 山 の 高き を 求め る た め に , 山 の ふ も と の 地点 A で 仰角 
を 測っ た ら 。 で あっ た . その 後 。 山頂 に 向っ て 傾斜 度 / 
の 坂道 を まっ すぐ に 4 だけ 登り B 地 点 に 達し . そこ で 再 
び 仰 有 を 測っ た ら 7 で あっ た . 山 の 高 さ を 求め よ . 


EEEsssgsfgl 


アブ ロー チ > 山頂 か ら 平 地 に 垂 線 を 下ろ し , そこ に で きる 三角 形 を 考 
和 0 ま 99 語 


散 還 山頂 P か ら 平 地 に 下ろ し た 垂 線 の 足 を と お 
< 
( 1 ) BH ニ = ニ ァ と お く と 


ん ーー ガケ oi ELLLLLIL 
1 と ane 当 部 ① 
ヵ 王 ヶ tan/ に っ MA 
tan2 “" ② 


が 成り 立つ 。 よっ て ,。①-ー② よ り と > を 消去 する と 


(- 
tang tan/ 
衣 ctanetan/ 
tan / 一 tan @. 


(?) 還 二 ei 
ン ABP=(180"ー カ 十 8 テ 180"ー(?ー め 
で ある の で , へ PAB に 正弦 定理 を 用 いる と , 


AP 4 @ 
sin{180"-(yー の ) sin(yー の 
時 gsSin(yー/) 

sin(yー の ) . 
(27 の 03 う KG5 
APsing 


gsin( ァ ー/)sin 
- sin( ァ アー の ) 


$2 B 篇 (演習 問題 ) ZZ 


(1) 山 の 高 さ を 知 る た め に , 同じ 水平 面 上 に 2 地点 A, B 
を と り , 山 の 頂点 じ か ら この 水平 面 上 に 引い た 垂 線 の 足 
ID を し で 

AB= テ 2,。 CAB= テ Z。 CBA テ 2。 CAD テ = テッ 
を 測っ た . 山 の 高 さ CD を 求め よ . 

(2) 海面 か ら の 高 さ が ヵ の 山 の 頂 点 C じ か ら , 海 に 浮 ぶ 2 つ 
の 船 A, B 間 の 距離 を 知る た め に ,C か ら 水 平面 に 下ろ 
し た 垂 線 の 足 を D と し て , 

ZCAD=。。 ン CBD 三 2。 ADB ニ ァ 
を 測っ た . 2 船 間 の 距離 AB を 求め よ . 
7 レラ 02SSO の 2S990 汗 07SS0 邊 ちの 


アプ ロー チ > (1) で は , へ ABC の 1 辺 と 両端 の 角 , (2) で は へ ABD の 
2 辺 と を その は さむ 角 が わか る の で , 残り の 辺 の 長 さ も 確定 し ます . 


(1) へ ACD に 注目 すれ ば , 
CD=ACsin 7 …… ① で ある か ら , AC の 長 さ が 
わか れ ば よい . と ころ で , へ ABC に お いて , 正弦 定 


AC AB 
理 を 用 いる と ニ す 語 2A6B 


sin 有 ACB=sin {180* 一 (Z 寺 的) 三 sin(Z 二 め ) 
で ある の で , 


と な る が 


- ー .singsin ア 
② を ① に 代入 し て CD=g sin(g 十 ) . 6 


( 2) | へ ABD で 』 
の 
Pie 
な の で , 余弦 定理 を 用 いる と, 
AB* ニ AD* 十 BD*ー2AD・BDcos ァ グ 
還 証 8 際 だ  。 だ cosy 
tan?e tan*2 “tanetan/. 


AD ADB ニ テッ ァ 


B 


AB ytan*e 十 tan”/ 一 2tan etan cos 7 . 


7 
- tanotan 
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に 年 ゴー | 


1 辺 の 長き が 4 の 正四 面体 ABCD の 2 辺 AB, CD の 中 
点 を それ ぞ れ M, N と する . 2 直線 AB, CD の な す 角 を 
e, 2 直線 MN, AC の な す 角 を /, 2 面 ABC と ABD の な 
す 角 を ヶ と する と き , 次 の も の を 求め よ . 

(1) g (20 太 (3) cosy ァ 


[アプ ロー チ > (3) 2 面 ABC と ABD の な す 角 と は , 各 面 に 含ま れる 
交 線 AB に 対す る 垂 線 の な す 角 の こと で す . 


(0 り @A 邦 @B 沖 DA 三 DB より 5 
ABTCM 
ri 

よっ て , AB は 平面 CMD 上 の CD と も 垂直 . 
g 三 90". 
( 2 ) BC の 中 点 を し 上 と する と , ACML より , 
MIN と AC の な す 角 / は ZLMN で ある . 
ン CNM=90" より , 


MN=yCM* 一 CN* 
=( り ーー な 
24 


だ ML=LN= テ で ある の で , へ LNM に 余弦 


(*) で ある の で , AB」 平面 CMD, 


定理 を 用 いれ ば ぱ , 


の 2 
sa ML+MN*-LN_ ( 訪 ) 3 
2ML・MN 2 024 


2 一 ・ーーー 


2 
と な る の で , 2 テー45" で ある . 
( 3 ) (*) に より , と CMD が 2 面 ABC,。 ABD の 
な す 角 7 で ある . 


CM=DM=。/〆 の (3) = 全 < 


を 用 いて , へ CMD に 余弦 定理 を 適用 する と 


CoS 7 三 CM*+DM*ーCDX* 2( さ 〆)-〆 記 
0 人 語 CC 
2CM.D の 


| 183 個数 の 処理 | | 


場合 の 数 | 


トー*| 和 の 法則 


回 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 


ーー | 積 の 潜 則 トー| 人 還 


異な る ヵ 個 か ら ヶ 個 
「- つ | 順 列 と り 出 し て 作る 順列 。P。 


同じ も の が 含ま れ て いる と き 
の 順列 


円 順列 


| 豆 


異な る zz 個 か ら r 個 と り 出 し て 作 
る 組合 せ ,C, 


重複 組合 せ 
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人 AA.1 数 の 並び | 


1 か ら 始ま る 奇数 の 列 
1 955 9 < 

を 初め か ら 順 に 加え て いく と, 

遇 8 Ei 

2 個 

1 十 3 十 5 9 三 36 

か 

3 個 
1 十 3 十 5 十 7 16= テ 4? 
4 個 

の よう に , 結果 は , “加え 合わ せ た 奇 数 の 個数 の 平方 ( 2 乗 ) に 等 
し く な る ",。 と いう 不思議 な 性 質 が 成立 し て いる . この 性 質 が 必ず 
成立 する と すれ ば , 加え る 奇数 が いか に 多く な っ て も , た と えば , 

1 十 3 十 5 十 7 十 9 十 …… 十 199 
と な っ て も , これ ら 100 個 の 奇数 の 和 を , 99 回 足し 算 す る か わ 
り に 。1 回 の か け 算 ,」 つ まり 100* 三 10000 と いう 計算 で 求め る こ 
と が で きる 。. 

本 節 で は , この よう な , 特定 の 規則 に 従っ て 並べ られ た 数 の 並 

び (数 列 ) の も つ 美 し い 性 質 を 紹介 し , 簡単 に で きる も の に つい 
て は , その 証明 を 与え よう . 


1* 法則 的 な 性 質 の 証明 と は , “いつ いか な る 場合 も , その 性 質 が 成 
り 立 つこ と を 示す ” と いう こと で ある か ら , 文字 式 の 利用 は , 本 
来 不可 避 で ある . し か る に , 検定 教科 書 で は , 文字 式 を 利用 し た 
解説 は 許さ れ て いな い . その 理由 は , 数 の 並び の 理論 は ,「 数 学 
A」 に お いて < 数 列 > と し て 体系 的 に 学ぶ の で , 「 数 学 1 」 に お ける 
< 数 の 並び > で は , 厳密 な 理論 的 扱い で は な く , 具体 例 や 図 を 見 て 
納得 させ る , と いう 程度 に 留め よ 。 と いう 官僚 的 規制 (指導 要領 
と 検定 ) に ある . この よう な 規制 は , 16 才 人 口 の 94 % が 理解 可能 
な の は この 程度 で ある , と の 「 思 いや り 」 か ら 来 て いる と いう . 
し か し な が ら , 文字 使用 を 一 切 許 さ な い (た と えば , 「z 番目 の 奇 
数 は 2z 一 1」 と いう よう な 初等 的 表現 すら / ) と いう か た く な な 
規制 は , 数 列 の 学び 甲斐 を 無 に し , か えっ て , わか り に くさ を 増 
幅 す る も の で ある . 無論 。 大学 に 進学 し よう と する 読者 諸君 に 適 
合 す る こと で は な い . 本 書 で は 遠慮 せ ず 文字 を 用 いる . 
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人 AA. 呈 形 数 | 


1 


。 正 方 形 数 
小石 を 右 図 の よ の (に 縦 ・ 横 , 各 一 列 に 同 O O O O 
個数 ずつ 並べ る の に 要する 石 の 個数 を 正方 


形 数 と いう . 
O 証 OO 
正方 形 数 は , 小さ い 順 に og 開 SOI2 9 
l 貞 誠 / 旧 9。 16, 5 geis 
と な っ て いる 。 
Oi 靖国 【O 間 記 O 
O 証 OEO 半 記 ら 
2 証 詳 GMO の Me So 
4 細 O。 放 GO Go 
o つ yi PO RG  。。 ら 証 > 全 GMSG3 で 
2 生 語 的 の GOO 也 O! 評 9 
9 。②⑨  G 
OO 清国 iO3 主 9 崩 認 9 
つ 清二:O 語 認 (O 
1 4 9 16 25 
一 [正方 形 数 の 一 般 形 ] 


| 巡 


ーーーーーーーーーー ーーーーーーーーー」 
正方 形 数 は 一般に, ZZ( た だ し , z は 正 の 整数 ) 絆 
る . 


I ル . 三角 形 数 

小石 を 右 の よう に 正三 角形 状 に 並 い 

べ る の に 要する 石 の 個数 は , 

1 3。6, 10, 15。…… eS で や っ 880 還 導 衝 さ う 5 
刀 な つう で い ゆめ る 。 Oi 軸 訴 GO 放 Oi 清 訴 O 認 ら 間 

これ ら は , 連続 する 2 整数 の 積 の 

半分 

1x2X 寺 。 2X3X 寺 3X4X 坊 。 4X5X 訪 。 5X6X う : 9 


と な っ て いる . この よう に 三角 形 数 は , 一 般 に (1)X テ 
と 表せ る . この こと を 以下 に 証明 し よう . 
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[証明 ] 1 辺 に ヵ 個 が 並ん だ 場合 の 三角 形 数 を , も う 一 対 考 え , 
それ を 上 下 を 逆 に し て 並べ , 下 の 図 の よう に 合わ せる . 


の 油 還 Oi 馬 認 O 当 Oi 主 詞 ら 必 目 5OI 記 記 O7 寺 雪 ( 〇 潮 OEO 
還 OO ら 二 OO 本 本 KOI 誠 記 O 細 GO 
コ 2 己 > oe ゃ oo 
9 る Oi 馬 を 6 
回 還 し ロ @ e e e 。 oO 


さら に だ 縦 の 列 を 整頓 する 
と , 右 図 の よう に , 長方形 状 マ 
の 配列 ( 横 に ヵ 十 1 個 の 小 
石 が ヶ 段 に 並ん だ も の ) が SM SS タ 


得 ら れる . この 長方形 状 に 5 の 
並ん だ 石 の 個数 は の に ちく きき 

2(z 十 1) 個 生生 
で ある 。. 


2 段 の 三角 形 数 の 2 つ 分 
で , この 個数 に な る の で あ 
る か ら , 三角 形 数 1 つ は 


(7 O| | で 1 

0 Oo OO 2 
三角 形 数 は , 横 一 列 ご と 

に 個数 を 加え 合わ せ て 数 え に 3 


る と O Oo O (。 点 詳 詞 朗 i こ ouoOCO 4 
l 二 ウド 8- ド 4 土 ・・ 十 1 

と いう 自然 数 の 和 に な っ て 

いる 。 】 O ーーーーーーーーーーーーーーー 〇 の saos 
し た が っ て , 三角 形 数 を 

一 般 に 表す 公式 は , 次 の よ 

うに 表現 する こと も ある . 


$S3 A 篇 (基礎 理論 82 
皿 . グノー モン 
1 つの 小石 を 角 に お き , 縦横 に 同数 個 の 小石 を カギ 状 に 配 
置 す る の に 要する 総数 は , 


1 3579ooes 
(62622 信 
O 
O 
O O 
O O 
o 叶 字 。 o つ 語ら 
「o 項 還 国 の) O 
OO 沖 訳 ら O 
GO 馬 OI 本 OO 
On ら の 
1 3 5 7 


結局 . これ は 1 か ら 始 まる 奇数 を 小さ い 順 に 並べ た も の で 


1 右 図 の よう に , 平行 四辺 形 か ら 平 行 
四辺 形 を と り 除 いて で きる 図形 を , 古 
代 ギ リ シ ァ 数 学 で は ,. グノー モン と 呼 
ん だ . この 呼称 は , 現代 で は , ほとん 
ど 使 われ て いな い 、. 


2" グノー モン 数 を 小さ い 順に 加え て い 
く と , 正方 形 が で きる こと は , 右 図 か 
ら 直 和 観 的 に 納得 で きる . 


一 般 に , 小さ い 順に ヵ 個 の グノー モン 数 (すなわち 正 の 奇数 ) を 
加え た も の は , 1 辺 が ヵ 個 の 正方 形 数 に な る . すなわち , 
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IV. 三角 氏 数 


4 
ペン 


小石 を 左 図 の よう に , 三角 雛 状 に 配 
置 す る の に 要する 総数 を , 三角 雛 数 と 
呼ぶ . 

三角 雛 数 は , 小さ い 順に 

叶 4。 10, 20, 呈 つ CCC 
と 2 ポラ CIUN る 

段 の 三角 雛 数 に お いて , 水平 な 各 
段 に 含ま れる 小石 の 個数 は 三角 形 数 に 
な っ て いる の で , 全体 で は 


1+3+6+10+……+ 今 x( 寺 1 
と な る . 


1 この 和 を ヶ の 式 で 表す と で ( ヵ 二 1( ヵ 2) と な る . これ を 直 


接 導 く の は , 少し 難し い が ,z の 値 が 小さ い 場合 (た と えば z 三 1 
の と き ) に 正しい こと は , 明らか で ある し , 一 般 的 な 正 し さ は 次 


の よう に 検証 で きる . 


2 段 の 三 


-) 一 1 段 の 三角 名 数 =( ヵ ー1)z( み 1) 


角 多 数 一 た (10( ヵ 2) 


底面 の 三角 形 数 =x(z+1)(( ヵ +2) 一 (⑦ー1) 


6 


ー テ ( カ 十 1) | 


と いう , “も っ と も な 関係 " が 導 か れる . 
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A ぬ 8. さま ざま な 数 と 列 M 


I. z 角 形 の 辺 数 , 対角線 数 
3 角形 , 4 角形 , 5 角形 , 6 角形 。…… の それ ぞ れ の 対角線 と 
辺 を あわ せ た 総 数 は , 
8 6, 10。 5 OO ロ 
と な っ て いる . これ は , 三角 形 数 の 列 を 途中 か ら (2 番目 か ら ) 
始め た も の と 一 致し て いる よう に 見 える . これ が 正しい こと 
は , 次 の よう に 示す こと が で きる 。 
角形 の 対角線 と 辺 の 総数 を カ ( ヵ ) と 表す こと に する . た と 
えば , 
の (3)=3, の (4)=6, の (5)=10, の (6) ニ 15。…… 


N 
』 


ん 角形 PiPa…… P。 に お いて , ん 十 1 個 目 の 頂 点 P。』」 を 増 
や し て (% 十 1) 角形 を 作る と , 
G5 二 5 ID2 Sc P。 P。 
を 結ぶ 本 の 線 分 が 新た な 対角線 や 辺 Pa-- ン ン ea 


いく 


と じ で 増え る 。 トド 
つま り 2 
の (を 十 1) テ (る) 十 を 

と いう 関数 が 一 般 に 成り 立つ . 


の (3) 二 8 二 4 寺 5 す …… 十 ( ぁ 一 1 
の 2 | 
の (5) | 
⑥ も 

の (2%) 


2 
の (%) テ (3) 十 3 十 4 十 5 二 …… 十 (一 1) 
三 3 十 3 十 4+ 上 5 ヤー… 寺 (》 ニ ⑪) 
三 1 十 2 十 3 土 4 上 5 十 -…… 寺 ( み ー}) 
ー テ ( ヵ ー1) 


これ で 次 の こと が 証明 で きた . 
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z 角形 の 辺 お よび 対角線 の 本 数 の 合計 は , 


4( ヵ ー1) 
で ある . 


1" 直接 , z 角形 を 考察 し て 上 の 結果 を 導く こと も で きる 。. 
ヶ 角形 の 任意 の 1 頂点 か ら 出 る 辺 お よび 
対角線 を 合わ せ た 個 数 は z ヶ 一 1 で ある . 
欠 個 の 頂点 に つい て この 総和 を 取れ ば 
(一 1). 
し か し , それ で は 各 辺 , 各 対 角 線 は 2 重 
に 数 を られ て いる か ら , 求め る 本 数 は 
テー1) 


で ある . 


2" z 角 形 の 辺 の 個数 は ヵ で ある か ら , 対角線 だ け な ら 
(ター)ー タ ー テ (カー3) 
で ある 。. 


. パス カル の 三角 形 
整数 を 次 の 規則 に 従っ て 三角 形状 に 


並べ て いく 。 
1 1 
2 [規則 1 ] 初め に 1 を 2 つ 横 に 並 
1 2 1 
ww ツ べ て 書く . 
7 [規則 2 ] 左 図 の よう に 隣り あっ 
ツン 
1 ジ 拓 し 1 た 2 数 の 和 を 2 数 の 中 央 の 下 の 
し 。 才 。 二 、 段 に 書く . 
5 馬 ま 00 邊 5 1 
vV ザル シル マツ [規則 3 ] 各 段 の 両端 に は 1 を 書 
6 15 20 15 6 1 < 仁 


する と 上 図 の よう な 数 の 配置 が 。 い くら で も 先 へ の ば し て 
いく こと が で きる . この よう に し て 得 ら れる 数 の 三角 形 を , パ 
スカ ル の 三角 形 と 呼ぶ . 
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1" パス カル の 三角 形 に は , 三角 形 数 
や や 三角 雛 数 が 現れ る . た と えば , 左 
上 か ら 右 下 に 向かっ て 数 を 順に 読む 
と 


1 
山 細 26 語 945 DU05 還 2 
5 36 0 15) で 三角形 数 
1 二 4 10 少 20 … 三角 備 数 


2" パス カル の 三角 形 に 並ん だ 数 を 横 に 読む と , 2 次 式 (2+ の " 
の 展開 の 係数 が 並ん で いる . これ に つい て は ,。 組合 せ を 学ん で か 
ら , も う 少 し , 詳し く 説 明 す る . 


(62 の 8= ニ 2331 還 語 時 寺 あ " f 1 
(の の ) 02313202 の 3312 の 2 に 請 詳 上 齋 「" 人 の 
(2 の ( 三 <209・ の 0H キ SN が 目 上 | …… 介 3 9 才 
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周 500 円 玉 が 1 つ , 100 円 玉 が 4 つ , 50 円 玉 が 6 つ あ る . 
これ ら の 貨幣 を 用 いて , ちょ うど 550 円 を 支払 いた い . 貨 
区 の 組合 せ 方 は 何 通 りあ る か . 


山 IIHIUIIIIIUIIIIIIIIUIIIIIIIIIIIIIIUIIUIUIUIIIIIIIIIIIIIUIUIIIIIIIUIUIIUIIUIIIIII 


この 問い に 答え る 最も 単純 な 方 法 は , 可能 な 組合 せ を すべ て 
書き 出し て や る こと で ある 。. 
た と えば , 3 枚 の 100 円 玉 を [100]X3 で 表す こと に する . ま 
ず 500 円 玉 を 使う 組合 せ は 1 つ で 


ミロ 三 550 円 [500]+[5010 の … の の ① 


だ け で ある 。. 
500 円 玉 を 使わ な い 組合 せ で は , 100 円 玉 を 4 つ ,。 あ るい は , 3 
つ 使 わ ね ば な ら な い . し た が っ て 
[100]x4+[50]X3 mm ② 
[100]x3+[50]X5 。  。 ……… ③ 
だ け で ある . 結局 の て ⑨⑧ の 3 通り だ けが 可能 な 組合 せ で ある . 
一 般 に , ある こと が ら の 起こ り 得る すべ て の 場合 を , 
「 数 え 落 と すこ と な く 」 
まま 
「 重 複 す る こと な く 」 
数 を る た め に は , 必要 に 応じ て いく つか の 場合 に 分 類 し , 順序 正 
し く 考 えて いく こと が 大 切 で ある .。 
この よう な “場合 の 数 ” を 求め る 作業 の 基本 と な る の は , 次 の 
2 つの 法則 で ある . 


[ 和 の 法則 ] 2 つの こと が ら 4, 万 が あっ て , これ ら は 同 
時 に は 起こ り 得 な いも の と する . そし て , 
4 の 起こ り 方 が 久 通り 。 万 の 起こ り 方 が z 通 り 
ある と すれ ば ぱ , 
4 また は 及 の 超 こ る 場合 の 数 は 馬 ヵ (通り ) で ある . 
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[ 積 の 法則 ] 2 つの こと が ら 24, 万 が あ っ て ,。 これ ら の 起 
こり 方 は た が い に 無 関係 で ある と する . そし て , 
用 の 起こ り 方 が 通り 。 万 の 起こ り 方 が 通り 


ある と すれ ば , 
4, 万 の 双方 が 同時 に 起こ る 場合 の 数 は XXz( 通 り ) 
で ある 。. 


1 か ら 20 まで の 自然 数 の 集合 を 47 と する . 7 の 数 の 
うち , 3 で 割っ た と き 1 余る 数 は 1, 4, 7, 10, 13。16, 19。 の 7 
個 で ある . また , 3 で 割っ た と き 2 余る 数 も , 2, 5, 8, 11, 14, 
17, 20 の 7 個 で ある . し た が っ て , 和 の 法則 に より , 7 の 数 の う 
ち , 3 で 割り きれ な い 数 (つま り , 1 また は 2 余る 数 ) は 7 二 7 テ 14 
( 個 ) で ある . 


の 右 図 で A 市 か ら B 市 へ 行く コー ス 


は 何 通り ある か を 考え る . 0) 
直接 A か ら B へ 向かう コー ス は 4( 通 り ) ぐ ノ 
P (の 


P を 経由 し て 向かう コー ス は , 積 の 法則 
( よ の 
2x3=6 (通り ) 
ある . し た が っ て , 和 の 法則 に より , コー 
ス は 全部 で , 
4 十 6 三 10 (通り ) で ある 


3” 積 の 法則 に お いて , 4, 万 の 起こ り 方 が “た が い に 無 関係 で あ 
る ” と いう の は , 4 の 起こ り 方 % 通 り の うち どれ が 起こ っ た か に 
関係 な く ,。 太 の 起こ り 方 は いつ で も z 通 りあ る と いう こと で あ 
る . この と き , 万 を 先 に 考え れ ば , 万 の 起こ り 方 通り の うち の 
どれ が 起こ っ た か に 関係 な く , 4 の 起こ り 方 は 妨 通り ずつ ある こ 
と に な る 。. 


4" 3 つ 以 上 の こと が ら に つい て も , 同様 の こと が 成り 立つ . 
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5* 和 の 法則 と 集合 の 要素 の 数 と の 関係 * 


集合 の 考え 方 (詳し く は 「 数 学 A」 で 学ぶ ) を 使え ば , 和 の 法則 
は , 次 の よう に 表現 で きる . 

用 。 太 の 起こ る 場合 全体 が . それ ぞ れ 集合 

イー{2。 の 5。 …… 。 どー( ち 。 ちあ 。 …… の 

で 表 さ きれ て いる と する . この と き , 

4 また は 万 が 起こ る 場合 全体 は 集合 4U で 表 さ れる . 

4, が 同時 に 起こ る 場合 全体 は 集合 4「1 ぢ で 表 さ れる . し 
た が っ て ,「4, 万 が 同時 に は 起こ り 得 な い 」 こ と は , 
4 お ー の ( 空 集合 ) で も る こと に 対応 する . 

そこ で , 集合 4 の 要素 の 個数 を z(4) で 表す と , 和 の 法則 は 


4 ] ぢ ジテ の の と き , (4U ぢ )= テ z(4) 十 ( ぢ ) 


和 の 法則 と 集合 の 要素 の 個数 


と いう 集合 の 関係 と 対応 する こと に な る . 
和 の 法則 に お いて , 
「4, 万 は 同時 に は 起こ らち な い 」, すなわち , 「4] ぢ = の 」 
と いう 仮定 は 重要 で ある . 
も し, 4] ジ キ の み で ある と き に は , 
(4) 十 z() の 計算 で 4 の 要素 が 2 重 
に 数 えら れる か ら , それ を 引け ば , 


(4U ぢ ) が 求め られ る . 
すなわち , 一 般 に , 次 の 関係 が 成り 立つ . 


(4U ぢ ) テ z(4) 二 zz( ぢ ) 一 (41 ぢ ) 


4 人 


6 積 の 法則 と 集合 の 要素 の 数 と の 関係 * 


集合 の 考え 方 を 用 いれ ば , 積 の 法則 は , 次 の よう に 表現 で きる . 
4, 万 の 起こ る 場合 全体 が それ ぞ れ 集合 
スー{2」, の 2 5 2 計 お ぢ ={ ム , が 。…… ) 
で 表 さ れ て いる と する . この と き , 24,。 万 の 起こ り 方 が た が い に 
無関係 で ある な ら , 4, の 両方 が 起こ る 場合 全体 は 
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(4, ム ), (る の ), 本 位 に ぅ (, ) 
(2。 ム ), (2。, の ), 2 う (2。 の ) 


を 要素 と する 集合 で ある . これ を , 4 と 万 と の 直 積 集合 と 呼び , 
記号 4X 刀 で 表す . 
積 の 法則 は , 直 積 集合 の 要素 の 個数 に 関す る 関係 式 


法則 
(4x)=%(4)・z( お ) 本 


7* 


に ほか な ら な い . 


合 の 数 を 求め る 複雑 な 問題 も , 和 の 法則 , 積 の 法則 を あて は 
め て , 一 歩 一 歩 順序 よく 考え て いけ ば 必ず 解決 する . 

この 際 , 以下 で 学ぶ 順列 や 組合 せ の 公式 を 上 手 に 利用 し た り , 
状況 に よっ て は 

「 条 件 に 適さ ぬ も の を 数 えて , 全体 か ら 引 く 」 

な どの 工夫 を する こと に より , 時 間 と 労力 が 節約 で きる こと が あ 
る . 

また , 手堅く 調べ る に は , 樹 形 図 を 利用 する と 便利 で ある こと 
は , 中 学 で も 学ん で いる は ず で ある 。. 


「 1 列 に 並ん だ 4 枚 の 板 2。 ム g 6 


c 9 
c, の を 白 か 赤 に ぬる と き , 白 は 連 
続 し て も よい が , 赤 は 連続 し て は い ぃ ら 、 
け な い と すれ ば , ぬり 方 は 何 通 りあ s ぐ て メ 
る か .」 ーーO) 

白 を 〇 , 赤 を ※ として, ※ が 連続 O 

し な いこ と を 考え る と 右 の 樹 形 図 を Ei 
得る の で , ぬり 方 は 全部 で 8 通り 1 
ある . 


6) 

o < で 
フー 和 
一 の 
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AA 包 . 選 階 乗 | 


[定義 ] ヵ を 正 の 整数 と する と き 。 1 か ら ヶ ヶ の 階 乗 ヵ ! 
まで の すべ て の 整数 を 掛け 合わ せ た も の を 
z の 随 乗 と いい 。 記号 z! で 表す . す な わ 


ち , 
Z! 王 1・2・3……・(z 一 1)・Z 


1" 7! は の 階 乗 (か いじ ょ う ) , ある い は , z factorial [エヌ ・ フ 
ァ ク トリ アル ] と 読む . 
2" 2! テ (一 1)!Xz で ある . 
3” 2! は 上 の よう に 正 の 整数 ヵ に つい て 定義 し た も の で ある か ら , 
0! は 本 来 意味 が な い が , 便宜 上 0!1 と 約束 する 習慣 で ある . 
4" 2! は が 増す と と も に 急激 に 増大 し て いく 数 で 。 わ ず か 
2 三 20 と し て も , 
20! 三 2432902008176640000 
の よう な 極め て 大 き な 数 に な る . 
また , 6 を どん な 大 き な 正 の 定数 と し て も 
2 さえ 十分 大 きけ れ ば , z! は の " より 大 きく な る . 


人 AA. 順 列 」 


I. 一 般 の 順列 


[定義 ] z 個 の 異な る も の か ら ヶ 個 を と り 出 し て , それ 
を 1 列 に 並べ る と き ,。 その 1 つ 1 つ の 並べ 方 (また は 並 


に 


べた も の ) を , z 個 の も の か ら ヶ 個 と る 順列 と いう 。 こ 
の 順列 の 総数 を z 個 の も の か ら r 個 と る 順列 の 数 と い 
2 SS 


ヵ z 個 の も の か ら r 個 と る 順列 
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1? 記号 氏 , の P は 順列 (permutation) の 頭 文 字 を と っ た も の で あ 
る 。。P。 は [ピー の エヌ ・ ア ー ル ] また は [エヌ ・ ピ ー・ ア ー ル ] と 
読む . 


[公式 ] ヵ 個 の も の か ら ヶ 個 を と る 順列 の 数 yP は 


了 ヶ 個 の 連続 する 整数 の 積 : 
zP, 三 (一 1)(z 一 2) (一 ヶ 十 1) 


と くだ, z 個 の も の 全部 を 1 列 に 並べ る 順列 の 数 
zP。 は 
の 選 示 32 


2” 証明 は 教科 書 に ゆずる. 
3” @ を 


ke SWAAI せ … せ …… 
中 zー (z ヶ 一 ヶ )! 


の 形 に 表す こと も ある 。. 
sPa=5・4・3 三 60。 ,P4 王 4! 三 24 

4* 理論 的 な 取り 扱い に は , の 形 も よく 用 いら れる . 

2! 72! 

5 Ce] に お いて 。 ヶ デー と する と ュー イエ と な る 
が , 0! 三 1 と 約束 し て ある か ら (GA3.5 の 3?), 
zP。 三 2! と な り ,。 は ヶ テ z で も 成り 立つ . 

陸 意 この 公式 を 使う こと が で きる の は ,「 ヶ z 個 の も の 」 が すべ て 互 
い に 区 別 で きる 場合 で ある . そう で な い 場 合 の 順列 に つい て は , 
次 節 II で 述べ る . 


II. 同じ も の が 含ま れる と き の 順 列 


[公式 ] ヵ 個 の も の の うち で , 
「 ヵ 個 は 同じ も の , 2 個 は 他 の 同じ も の , ヶ 個 は また 他 
の 同じ も の , , S 個 が また 他 の 同じ も の 」 で ある と 
する . 
これ ら z 個 の も の 全部 を 1 列 に 並べ る 順列 の 数 は 


2! 
の !9! ヶ !…s! 


(た だ し ヵ の 2 十 ヶ 十 


同じ も の が 含ま れる と き の 順 列 の 公式 


92 3$3 個数 の 処理 
1* 証明 は 教科 書 に ゆず る . 


の 8 6,。 6 の 。 @。 2。 cc の 6 個 の 文字 を 全部 用 いて で きる 
順列 の 数 は 
00 。 6554 
3!112! 2 
で ある . 


(2 十 5 十 c)“" を 展開 し た と き の の c* の 係数 を 考え る . 
これ は 
(z 填 5 十 c)" 三 (2 十 6 十 c)(Z 十 6 十 c)(Z 十 5 十 c)…… (2 十 十 c) 
と し て , 右辺 の 6 つの ( ) 内 か ら 1 つ ず ーー 文字 を と っ て , その 
順に 掛け 合わ せ て 作っ た 項 の うち , gg の cc, 2 の cgc の よう に 
3 個 の 2Z と 1 個 の ヵ と 2 個 の c と か ら な る 項 の 個数 に 等 し い . 
し た が っ て , 求め る ZZc* の 係数 は 
「2。 の 6,。 の 。 2,。 c。 c の 6 個 の 文字 を 全部 用 いて で きる 順列 


の 数 」 
と 同じ で ある . これ は [ 例 1 ] で 求め て ある の で , 〆0c* の 係数 
ー60 で ある . 
功 . 円 順 列 


Z 個 の 異な る も の を 円 形 に 並べ て 相互 の 順序 だ け を 問題 に 
する と き , その 1 つ 1 つ の 並び 方 (また は 並べ た も の ) を ヶ 個 
の も の の 円 順列 と いう . 


[公式 ] z 個 の も の の 円 順列 の 数 は 円 順列 の 公式 
(z 一 1)! 


1 証明 : z 個 の も の の 円 順列 は , その うち ある 特定 の 1 個 の 位置 
を 固定 し , 他 の z 一 1 個 を 1 列 に 並べ た も の を , 最初 に 固定 
し た 1 個 に つなが る よう に 置け ば ,。 すべ て の 場合 が つく され 
る か ら , 一 1 個 の も の を 全部 1 列 に 並べ る 順列 の 数 に 等 し 
1RE5 SG 
0B 二 (2 
で ある . 時 
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IV. 重複 順列 

1 2, 3。 4 の 4 個 の 数 字 を 用 いて で きる 3 桁 の 自然 数 は いく 
つ あ る か を 考え る . この 場合 , た と えば 334 の よう に 同じ 数 字 
が 重複 し て 用 いら れ て も よい か ら 。 百 位 の 数 字 の えら び 方 , 十 
位 の 数 字 の えら び 方 , 一 位 の 数 字 の えら び 方 は 互い に 無関係 
(独立 ) で あり , それ ぞ れ 4 通り ずつ ある . し た が っ て , 積 の 法 
則 に より , 求め る 3 桁 の 自然 数 の 個数 は , 4 や 64 で ある . 

一 般 に , 異な っ た ヵ 個 の も の の な か か ら , 同じ も の を 何 回 え 
らん で も よい と し て 並 べ る と き ,。 その 1 つ 1 つ の 並べ 方 (並ん 
だ も の ) を , ヵ 個 の も の か ら r 個 取る 重複 順列 と いう . 


[公式 ] 異な る ヵ 個 の も の か ら ヶ 個 取る 重 | 重複 順列 の 
複 順列 の 総数 は 総数 


で ある . 


1 1, 2, 3, 4 の 4 数 字 か ら つ くら れる 3 杵 の 自然 数 の 個数 
は 4 一 64 で ある . 
また , 1, 2, 3, の 3 数 字 か ら つ くら れる 4 桁 の 自然 数 の 個 
数 は 3* 一 81 で ある . 


公記 . グ 組 合 せ 


[定義 ] z 個 の 異な る も の か ら ヶ 個 と り 出し て 組 を 作る 
と き , その 1 つ 1 つ の 組 を , z 個 の も の か ら ヶ 個 と る 


組合 せ と いう . この 組合 せ の 総数 を ヵ 個 の も の か ら r 
個 と る 組合 せ の 数 と いい 。,C, で 表す . 


ヵ 個 の も の か ら r 個 と る 組合 せ 


96 $3 個数 の 処理 
1? 記号 。C: の C は 組合 せ (combination) の 頭 文字 を と っ た も の 
で ある .。 な お 。。Cr の こと を (?) と 書く と と も ある 。 


2” 上 の 定義 を 守れ ば , zCo に 元 来 意 味 が な い が , 
ヵ ぇ Co 三 1 
と 約束 する の が 習慣 で ある . 


[公式 ] ヵ 個 の も の か ら ヶ 個 と る 組合 せ の 数 。C, は ,。 


i- ヶ 個 の 連続 整数 の 積 -- 
al) al(/2 み ag 


ヵ ぇ し, 三 巡 ! 


すなわち , ヵ Cz 三 


5 ァ の 公式 


3* 証明 は 教科 書 に ゆめ ずる. 
な お , 次 の よう に 考え て , 同じ も の が 含ま れる と き の 順 列 の 公 
式 (LGA 3.6 1 ) か ら 導 く こ と も で きる . 
ヶ 個 の 白玉 と z 一 ヶ 個 の 黒 玉 を 1 列 に 並べ る と き の 順 列 の 数 は 


77! 
1 ター クル 
で ある . これ は , z 個 の 場所 の うち , 白玉 を 置く ヶ 個 の 場所 を 選 
び 出 すし か た の 数 , つま り ヵ 個 の も の か ら ヶ 個 取る 組合 せ の 数 
zC. に ほか な ら な い .。 よっ て ,。⑧ が 得 ら れる . 


ぁ SGS 拓 請 7(2 三 りり) 1 
4 5Cs 三 5ー ィ 三 10, ん ん まり 


5" ヶ ヵ 個 の 要素 か ら な る 集合 4 スー{2, gs, …… > @z) の 部 分 集合 の 
うち , ヶ 個 の 要素 か ら な る も の の 個数 は 。C。 で ある . 


xC: の 
基本 性 質 


6" この 公式 は ,,C, の 公式 か ら 計算 に よっ て も 証明 で きる が , 次 
の よう に , 組合 せ の 意味 を 考え て 導く こと が で きる 。. 
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(1) z 個 の も の か ら ど の ヶ 個 を と り 出す か と いう こと は , z 個 の 
うち どの ヵ ー ヶ 個 を 残す か と いう の と 同じ で ある . 
… あ ( つ ポー カー ァ 
用人 (2) に つい て 上 の よう な 証明 に 関し て は , eo5"B.322 


7 上 の 公式 (1) に お いて , ーー22 と お く 必 ぇ azーxCo と な る が , 前 
の と きも 成り 立つ こと に な る . 


8" CC に お いて ヶ が z に 近い 場合 に は , (1) を 用 いて 次 の よう に 
計算 する の が 便利 で ある . 
22(z 一 1) 


Cs=sC ニ うー105, xs 王 xC> 三 2 


人 AS).) 重複 組合 せ * | 


りん ご と みか ん を 合計 5 個 え らん で 袋 に 入れ た い (「 果 物 セッ 
ト 」 を 作る ). 入れ 方 (つま り 「 果 物 セ ッ ト 」 の 種類 ) は いく 通り あ 
る か . も し 袋 に 入れ る 果物 が 1 種類 だ け に な っ て も 差 支 を ない 
と すれ ば , りん ご と みか ん の 組合 せ 方 は 。 りん ご の 個数 0, 1, 
2, 3, 4。 5 で きま り , その 組合 せ 方 は 6 通り で ある . 

さら に , りん ご , みか ん , な し の 3 種類 の 果物 か ら 合 計 5 個 を 
えら ん で 袋 に 入れ る と き は いく 通り ある か . いま , りん ご , みか 
ん , な し を それ ぞ れ 只 , 7 で 表す こと に すれ ば , た と えば , 
ん ど 2 つ 。 み か ん 2 つ 。 な し 1 つの 組合 世 は [7C。 民 。 少 。, 
W} で 表 き れる . すなわち 果物 の 袋 へ の 入れ 方 の 総数 は , 3 個 の 
も の (, 77。 V) か ら 重 複 を 許し て 5 個 を えら ぶ 組 合せ の 総数 
で ある 。. 

一 般 に , ヵ 個 の 異な る も の か ら , 同じ も の を くり 返し 使う こ 
と (重複 ) を 許し て ヶ 個 を 取る 組合 せ を , z 個 の も の か ら ヶ 個 を 
取る 重複 組合 せ と いい 。 そ の よう な 組合 せ の 総数 を 記号 。H。 
G 表 9. 
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[公式 ] ヶ 個 の 異な る も の か ら ヶ 個 取る 重複 重複 組合 
組合 せ の 総数 , ヵ 軸 . は , せ の 公式 


ヵ H ロ ーッ ュー ュ C ァ 
で あたえ られ る . 


1" 重複 組合 せ の 公式 は , 高校 の 正規 の カリ キュ ラム に は 入っ て い 
な い . し か し 重複 組合 せ に 関連 し た 問題 を 解決 する 能力 は 。 上 の 
公式 を 覚え る こと 以上 に , 場合 の 数 の 数 え を 方 の や や 高級 な 処理 能 
力 の 証し と し て 重要 で ある . 


2* < 公式 の 証明 に つい て は gg B.321 


公 8. 選 2 項 定理 * ] 


式 の 理論 が 「 数 学 A」 に 移さ ん れ たため, 組合せ の 数 。C, の 最 
も 重要 な 応用 で ある この 定理 は ,「 数 学 I 」 の 教科 書 で は 扱わ れ 
な い が , 本 書 で は , 組合 せ の 自然 な 発展 と し て ここ で 述べ て お こ 
2。 

だ どら ※( は 。 


(2 十 の * 王 〆 十 225 十 
(2 填 の * 王 〆 十 83Z の 十 3267 十 の 


の よう に だ 。z を 自然 数 と する と き (2 填 の ” は 〆。 の "の , 
DOGcd2OGoO 。 の 7 の 7。……。 2 の で の 7 の それ ぞ れ に 適当 な 係数 を 掛 
け て 加え 合わ せ た も の に な る こと は 明らか で ある が , その 係数 
は 次 の 2 項 定理 に より あたえ られ る . 
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[定理 ] (2 の ) 條 当 の ト 。Cr の 7 の CO の 2 の 2 上 ーー……… 
二 ぁ の z2 全 7 の 十 GCC 二 Ci の の 7 が 


2 項 定理 


1" (2 十 の "の 展開 に お いて g"*5* と いう 項 は , z 個 の 因数 
6 十 め 。 6 十 の 。 Z 士 の 。 …… 5 証人 の al の 
の 中 か ら , 2 と いう 項 を 選ぶ ヵ z 一 ん 個 を 取り 出す 組合 せ ( す な わ 
ち , ム と いう 項 を 選ぶ ん 個 を 取り 出す 組合 せ ) の 数 』Cz_4 王 xC 
通り だ け 出 て くる , と いう 展開 の 基本 的 事実 を 思い 起こ せ ば , 証 
明 は 終わ り で ある . 
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リン ゴ 4 個 。 カ キ 2 個 ., ミ カン 4 個 が ある . この 中 か ら 5 


個 取り 出す 方 法 は 何 通 りあ る か . 


[アプ ロー チラ リン ゴ ど うし , カキ どう し , ミカ ン ど うし は 区 別 が つか 
な い の で , それ ぞ れ の 個数 し か 問題 に な ら な い , と いう の が 本 問 の ポ 
イン ト で す . ある 特定 の 果物 に 注目 し て , その 果物 を 取り 出す 個数 で 
場合 分 け を し ます . どの 果物 に 注目 する の が よい で し ょ うか ? 


属 還 カキ の 個数 で 分 類する . 
i) カキ 0 個 の 場合 : 
リン ゴ は 0, 1, 2, 3, 4 個 の いずれ か で ある 
が , 残り を ミカ ン で 取り , 合計 5 個 と する こと 
の で きる の は リン ゴ が 1 個 以上 の 場合 だ か ら , 
4 通り で ある . 
ii) カキ 1 個 の 場合 ・ 
リン ゴ は 0, 1, 2, 3, 4 個 の いずれ か で , そ 
れ ぞ れ の 場合 に お いて 残り を ミカ ン で 取り 合計 
5 個 と する こと が で きる の で , 5 通り で ある . 
操 ) カキ 2 個 の 場合 : 
リン ゴ は 0, 1, 2, 3 個 の いずれ か で , それ ぞ 
れ の 場合 で 残り を ミカ ン で 取る こと が で きる の 
で , 4 通り で ある . 
i ) ii) 岳 ) を まとめ て 
4 十 5 十 413 (通り ). 
注意 カキ に 注目 し た の で , 分 類 が 3 つ で 済ん だ . リン ゴ に 注目 し て 
分 類 し た ら , どう な る で あろ うか ? 
研 冠 リン ゴブ の 個数 , カキ の 個数 , ミカ ン の 個数 を それ ぞ れ , , %, 
3 おく と 2 5. く 々 は: 
0 ミ ァ ミ 4 
ァ 十 ? 十 2 王 5b た だ し 10 ミミ 2 
0 ミ ぇ ミ 4 
を 満た す 整 数 で ある . 本 問 は , この 「 整 数 解 の 個数 を 求め よ 」 と い 
う 問 題 で ある , と いう こと が で きる 。. 
リン ゴ , カキ , ミカ ン が 十分 に 用 意 き れ て いる と する と , 後に 学 
ぶ 重 複 組合 せ の 考え 方 を 利用 し て sH。ー7C。=21 (通り ) と 出す こと 
が で きる . 
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晶 . コロ 性 ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー」 
(22)" 一 (2 ヶ ー1)7 十 (2 一 2)7 一 …… 十 22 一 12 
の 値 を 次 の 2 通り の 方 法 で 求め よ . た だ し , z は 自然 数 . 
Q) ニテ w(g1) ( ヵ 番 目 の 三 角形 数 ) と お く と 
ゲー7 ヵ 十 77- ュ  (z 生 2 の と き ) 
と 表せ る こと を 示し , これ を 利用 する . 
(2) ー(z 一 1)? が 番目 の グノー モン 数 で ある こと を 示 
し , これ を 利用 する . 


三角 形 数 正方 形 数 グノー モン 数 の 間 の 関係 の 一 例 で 
す 。 図 を 描い て み ま し ょ う . 


蔽 還 (1) 右 図 の よう に 1 辺 ヶ の 三角 形 と 1 辺 | NR 
一 1 の 三角 形 を 並べ る と , = 人 の 十 罰 -」 が わか 。 21 。 o 。 
Oo CO 3 人 際 Cy 
これ を 用 いる と Oi 還 O 
(2%)*ー(2% 一 1) 十 (2 一 2 が 一 …… 十 2% 一 1? 還 2 と 2 
三 ( 75 十 7 コリー( 7 ュ 十 75。-) 十 ( 75。-2 十 75。-) 一 6 
OO 士 ( 作 十 介 ) 一 1 
ー 人 の 一 テ 2(2 ヶ 1) 王 (2p 二 1 = か っ こ を つけ か 
えた 。 万 1 


( 2 ) G, を z 番 目 の グ ノー モン 数 (=2z 一 1 で 


あっ た (中 か 83 A3.2 則 )) と する と, 右 の 図 か ら | GO 還 ま (Ga 較 
Gz デ ゲー(z 一 1)7 が わか る . 7 
これ を 用 いる と 
(2 の "ー(2 ヶ 一 17 十 (2 一 2 一 (2 タ 一 37 二 …… 2 
… 士 22-1ーGz 十 GO 十 …… 土 Gr …… ( 文 ) oO oOo 


と な る が , 左下 図 の 黒丸 の 部 分 を 右 下 図 の よう に 移 
動 す れ ば 


る o o o le ーー| に | 
〇 | O @ 間 1 
kk 糧 。 


この 和 ( 娘 ) は , 75。。 すなわち z(2z 十 1) に 等 し いこ 
と が わか る 。. 


702 3$3 個数 の 処理 


B. ヨ 0 ヨ 


1 か ら 600 まで の 整数 の うち , 6 と 互い に 素 で ある も の の 
個数 を 求め よ . 


J 


[アプ ロー チ > 「 整 数 ヶ 々 が 6 と 互い に 素 」 は 「 ヵ は 2 の 倍数 で も 3 の 倍 
数 で も な い 」 と 同じ こと で す . よっ て , 下図 の 斜線 部 に 入っ て いる 整 
数 の 個数 を 求め あこ と に な り ま す . 


4 テ 1{ | は 1 か ら 600 まで の 2 の 倍数 ) 
アー[{z| 7 は 1 か ら 600 まで の 3 の 倍数 ) 
と 表す とこ と に する 。 
集合 ぐ の 要素 の 個数 を z(S) の よう に 表す こと に 
する と 
(4) ニ (1 か ら 600 まで の 2 の 倍数 の 個数 ) ニ 300 
(万 ) 三 (1 か ら 600 まで の 3 の 倍数 の 個数 )200 
(4 万 )=(1 か ら 600 まで の 6 の 倍数 の 個数 ) 
100 
っ J(G 
(1 か ら 600 まで の 整数 の うち , 2 の 倍数 で ある か , 
3 の 倍数 で ある も の の 個数 ) 
ー( 人 4U ぢ ) 
=z(4) 十 z( ぢ ) 一 (4 ぢ ) 
三 400 
と な る の で , 6 と 互い に 素 で ある も の の 個数 は 
600 一 400 三 200 ( 個 ) 
で ある . 
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大 , 小 2 個 の サイ コロ を 投げ る と き 。, 
(1) 出 た 目 の 和 が 3 の 倍数 と な る 場合 は 何 通 りあ る か . 
(2) 出 た 目 の 積 が 3 の 倍数 と な る 場合 は 何 通 りあ る か . 


[アプ ロー チア 和 に つい て は , サイ コロ の 目 の 数 を 3 で 割っ た 余り に つ 
いて 分 類 し ます . 積 に つい て は , 出 た 目 の 積 が 3 の 倍数 で ある と は , 
少な く と も 片方 の 目 が 3 の 倍数 で ある こと と 同じ で ある こと に 注意 し 
3 の 


了 還 (1) 出 た 目 の 和 が 3 の 倍数 と な る の は ,。 そ 
れ ぞ れ の 目 を 3 で 割っ た 余り の 和 が 3 の 倍数 と な る 
と き で ある か ら , 目 の 出 方 は 
(0, 0) 
(大 の 目 の 余り , 小 の 目 の 余り )=1 (1, 2) 
(2 1) 
に 応じ て 3 つの 類 に 分 けら れる . 評 まず , 粗い 分 類 
一 方 , 3 で 割っ た 余り が 0 と な る サイ コロ の 目 は を 行う . 
2 つ あ る . 余り が 1, 2 の と きも 同様 で ある . 
よっ て , 上 の 3 つの 類 の それ ぞ れ に , 2X2=4 
(通り ) の 目 の 出 方 が あり , 全体 で は 
3X4 三 12 (通り ) 積 の 法則 
ある . 
( 2 ) 出 た 目 の 積 が 3 の 倍数 と な ら な い の は , 大 , 
小 い ずれ の 目 も 3 の 倍数 で な いと き , つま り 1, 2, 
4, 5 の いずれ か で ある と き , で ある . その よう な 目 
の 出 方 は 4x416 (通り ) ある . 
2 個 の サイ コロ の 目 の 出 方 は 全部 で 6X6=36 ( 通 4 : 大 の 目 が 


人 4 


ぬ 


り ) ある か ら , 3 の 倍数 と な る の は 3 の 倍数 
36 一 16 三 20 (通り )  : 小 の 目 が 
で ある . 3 の 倍数 


[ 注 ] (2②) に お いて , 大 の 目 が 3 の 倍数 と な る 場合 と 小 の 目 が そう な る 

合 , それ ぞ れ の 出 方 の 数 を 数 えて 足し て し まう と まず い . な ぜ な ら 。 
大 小 双方 に 3 の 倍数 が 出る 出 方 の 数 を 2 回 数 えた こと に な る か ら で あ 
る . (右上 の 図 を 見 よ .) 
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1 か ら 100 まで の 整数 の 中 か ら , 積 が 6 の 倍数 と な る 2 
つの 相 異 な る 数 を 選ぶ 方 法 は 何 通 りあ る か . 


[| アプ ロー チア 62X3 で すか ら , 2 つの 整数 の それ ぞ れ が , 2 で 割れ 
る か 否 か , 3 で 割れ る か 否 か , で 場合 分 けし ます . 積 が 6 の 倍数 と な る 
の は , その うち の どの 場合 で し ょ うか . 


(1), (2B) は 共通 

要素 の な い 2 つ 参 
の 集合 か ら 1 つ 

ずつ 元 を 選ぶ 方 

法 の 個数 . 

(2A) は 1 つの 

集合 か ら 互 い に 

異な る 2 つ を 選 

ぶ 方 法 の 個数 . 


1 ミ Z ミ 100, 1 ミ 5 ミ 100 を 満た す 相 異 な る 2 
整数 の 積 2 が 6 の 倍数 と な る 場合 は 
(1) 2。 の うち 。, 一 方 が 2 で 割り 切れ 、 3 で 割り 
切れ ず 、 他 方 は 2 で 割り 切れ ず , 3 で 割り 切れ 
る 

(2) 2,。 5 の うち , 一 方 は 6 で 割り 切れ る 
の 2 つの 場合 に 分 けら れる . さら に , 場合 (2) は 

(2A) 2, 5 の 双方 が 6 で 割り 切れ る 

(2B) 2, 5 の 一 方 は 6 で 割り 切れ , 他方 は 6 で 割 

り 切 れ な い 
の 2 つの 場合 に 分 類 さ れる . 

1 か ら 100 まで の 整数 の うち , 2 の 倍数 の 個数 は 
100+2=50 より 50 個 , 3 の 倍数 は 100 エ 3 三 33.3 … 
より 33 個 , 6 の 倍数 は 100 エ 616.6 … より , 16 個 
655 計 CSSNS 

2 の 倍数 で あっ て 3 で 割り 切れ な いも の の 個数 は 

50 一 16 三 34 ( 個 ) 
3 の 倍数 で あっ て 2 で 割り 切れ な いも の の 個数 は 
33 一 16 王 17 ( 個 ) 
6 の 倍数 で な いも の の 個数 は 
100 一 16 三 84 ( 個 ) 
で ある . 
場合 (1) は 34x17=578 (通り ) 


場合 (2A) は デュ ーー120 (通り ) 


場合 (2B) は 16X84 三 1344 (通り ) 
以上 を 合わ せる と 
578 十 120 十 1344 三 2042 (通り ) 
(40982 の き 
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を 求め よ . 


固定 され た z 角形 (z=4) が ある . これ を , z 角形 の 内 部 
で 交わ ら な い 対 角 線 に よっ て 三角 形 に 分 割 し た い . 何 通 り 
の 方 法 が ある か , z 三 4。 5。 6 に 対し , その 分 割 の 個数 W(% ヵ ) 


[アプ ロー チ 了 どの よう な 場合 分 け を すれ ば うま くい く で し ょ うか . 


2 角形 の 1 辺 を 固定 する . 問題 文 に 述べ て あ 
る 方 法 に よる 角形 の 分 割 一 通り に 対し , その 1 辺 
を 含む 三角 形 は た だ 一 通り に 決ま る . よっ て , その 
三角 形 の 3 頂点 の うち , その 1 辺 の 両端 点 以外 の 頂 
点 は 一 通り に 定まる . いま , すべ て の 分 割 の 集まり 
を , その 頂点 の 位置 に 応じ て (z 一 2) 通り に 場合 分 
け す る . 

まず , z 三 4 の と き , 分 割 は 2 つ あ る 対角線 の う 
ちの 1 つの 選び 方 に よっ て 決ま る の で (4)=2 で 
ある . 

次 に z 三 5 の と き , 頂点 の 位置 に 応じ て 


G) My ( う 


の 3 通り に 分 割 さ れる . (3) の 場合 は それ ぞ れ , 
分 割 き 際 aa 
方 法 が ある . よっ て 
(5)= テ (4) 十 1 填 W(4)= テ 5. 
z 三 6 の と き , 頂点 の 位置 に 応じ て , 


に ん | 72 


の 4 通り に 分 割 さ れ , (1) と (4) の 場合 は , (5) 通り , 
(2②) と (3) の 場合 は (3) 通 8 
に On 

(6) 三 (5) 十 (4) 十 (4) 十 W(5) テ 14. 


- AB を 1 辺 と する 三角 形 は 


へ PAB (を 三 1, 2。…。 ァ 一 2) 
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日 .80 フ 
600 の 正 の 約 数 は 全部 で 何 個 あ る か . 


[アフ プ ローチ 「 自 然 数 妨 が 自然 数 ヵ の 約 数 で ある . 
を っ 娘 三 223556 …… 。 7 三 2357 … と 素因 数 分 解 し た と き 
6 人生 の 。 の ミミ 7。 と C ミ 7。 …… が 成り 立つ .」 
と いう 事実 に 注目 し ます . (た と えば , 18 が 540 の 約 数 で ある こと は , 
182X3? 540=2?x33x5 と 素因 数 分 解す れ ば , すぐ に わか り ま す .) 


了 英 較 600 を 素因 数 分 解す る と 
600=2?x3x5* 
1 も 600 も 「 約 数 」 診 と な る . よっ て , 600 の 約 数 は 
の 23220DE 
0 ミィ ァ ミ 3 
0 ミッ ミ 1 
0 ミミ 2 
素因 数 分 解 の 一 臣 で あり , 異な る (。 ヶ 。 <) に 対し て は 異な る 約 数 が 
意 性 対応 し て いる . 
ァ の 取り 方 は 4 通り , ヶ の 取り 方 は 2 通り , ぇ 
の 取り 方 は 3 通り ある か ら , (, 》 ヶ , <) の 取り 方 の 個 
数 , すなわち 600 の 正 の 約 数 の 個数 は 
4x2X3 三 24 ( 個 ) 
で ある . 


笠 意 | 本 問 で , >, 9。 々 は 0 で あっ て も よい こと を 念 押 し し て お く . 
た と えば , ァ ー2。 7 三 0。 < 三 1 の と き は 
22X920X05S=ー の 22995X45s 
三 4X1x5 
三 20 
と な り , これ は , 600 の 約 数 で ある . 


研究 | 一 般 に 自然 数 ヶ の 正 の 約 数 の 個数 を T(z) と 書く こと に する . 
(た と えば , T(600) ニ 24) 
この と き ,z 三 Pi7Pz72 …… PP, と 素因 数 分 解 さ れる な ら ば ぱ ば, 
T(z) テ (る 土 1)(22 二 1) …… (2z 十 1) と な る 。 
また , 2 つの 自然 数 ,。 z に 対し 
72 と 7 は 互い に 素 と - 飼 T( モ T()T(2) 
が 成り 立つ これ は 上 で 用 いた 考え 方 に よっ て 確認 で きる . 
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B.08 = 1 
右 の よう な 枠 が ある . 小文字 2, 2, 0, 
c を 第 1 行 の 枠 に 入れ , 大 文字 A, A, 

B,C を 第 2 行 の 枠 に 入れ て 並べ る . 

(1) 並べ 方 は 何 通 りあ る か . 

(2) 同じ アル ファ ベッ ト ( 例 2 と A) か 
ら な る 列 が 存在 し な い 並 べ 方 は 全部 で 
何 通 りあ る か . 

(3) 同じ アル ファ ベッ ト か ら な る 列 が ち 
ょ うど 1 つ あ る 並べ 方 は 全部 で 何 通り 
ある か . 


ーー ニー ニー ーー ニニ ーー ニー | 


1 3 
列 列 列 列 


アプ ロー チ > (2), (3) で は ある 列 の 上 の 行 に ある 文字 を 入れ た と き , そ 


の 下 に どの よう な 文字 を 入れ る こと が で きる か いろ いろ 具体 的 に 試し 


て みて 状況 を 把握 する 必要 が あり ます . 


了 革 思 (1) 2 つの 行 の 並べ 方 は , 5, c,。 B。C の 
場所 の 指定 に よっ て 決ま る の で , 各行 の 並べ 方 は 
4・3 三 12 (通り ) ある . 各行 と も 他方 の 行 と は 無関係 
に 並べ 方 を 決め られ る の で , 全体 と し て 並べ 方 は , 
12X12 三 144 (通り ) ある . 


( 2 ) 2 つの 小文字 の 2 の 下 に は B と C が それ ぞ れ 
来 な く て は な ら な い の で ,。 小文字 の ぁ の と c の 下 に は 
A が 来 な な て は な ら な い . し た が っ て 第 1 行 の 並べ 
方 を 決め た と き , 第 2 行 の 並べ 方 は , 左側 の 2 の 下 
に 来る 大 文字 を B に する か C に する か で 決ま る . よ 


っ て , 求め る 並べ 方 の 個数 は 12x224 (通り ) ある . 


( 3 ) アル ファ ベッ ト の 一 致す る 列 の アル ファ ベッ 
ト は 2 で な く て は な ら な い . な ぜ な ら ,。 以外 の ア 
ルフ ァ ベ ッ ト が も し 一 致し て いた ら , の 列 の 少な 
く と も 1 つが 一 致し て し まう か ら で あ る . さて , 第 
1 行 の 並べ 方 を 決め た と き 。, 第 2 行 の 並べ 方 は 。 一 
致す る z の 行 の 選び 方 と , も う 片 方 の z の 下 に 来る 
アル ファ ベッ ト (B か O) の 選び 方 で 決ま る の で , 
2X24 (通り ) ある . よっ て , 求め る 並べ 方 の 個数 
は , 12 x4 三 48 (通り ) ある . 


第 1 行 目 で 


と の c を 並べ れ ば , 
残り 斜線 部 2 ケ所 は 
自動 的 に 2 が 入る . 


42 一 B な ら 
c 一 A で ある が 
残り の A は Z の 
I ド 公 来 i で まう 。 
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BB.30 紀 

6 個 の 数 字 0。 1, 2。 3。 4, 5 の うち 相 異 な る 4 個 を 用 い 
て , 首位 の 数 が 0 で な い 4 桁 の 整数 を 作る と き , で きる 数 の 
総数 。 また その うち 偶数 で ある も の の 個数 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 制限 条件 の つい た 位 か ら 考 察し て ゆき ます . 本 問 の 場 
合 。 首位 に は 「 0 で な い 」 と いう 制限 条件 が つい て いま す . 


首位 (ここ で は 千 の 位 ) の 数 は 1, 2, 3, 4, 5 の 
5 通り で あり , それ ぞ れ の 場合 に 対し , 百 の 位 以下 
は , 残り 5 つの 数 か ら 3 個 と る 順列 に な る か ら sP』 
通り ある . よっ て , 総数 は 
5X。P。a 三 5X5X4x3 三 300 ( 個 ) 


次 に 。 偶数 と な る 場合 を 考え る . 一 の 位 の 数 に 応じ 
首位 の 数 の こと = て 場合 分 け を する . 
も 考え て 場合 分 (i) 一 の 位 の 数 が 0 の と き 
け す る ・ 十 の 位 よ り 上 の 数 の 並べ 方 は , 1, 2, 3。 4。 5 から 
3 個 と る 順列 に な る か ら , 
sP。 デ 5xX4x3 三 60 ( 個 ) 
ある . 
⑪) 一 の 位 の 数 が 2 また は 4 の と き 
千 の 位 の 数 は , 0 と 一 の 位 に 用 いた 数 を 除い た 4 
通り あり , 次 に , 百 ・ 十 の 位 の 数 の 並べ 方 は , 残 
っ た 4 個 の 数 か ら 2 個 と る 順列 に な る か ら , 4P。 
通り ある . よっ て 
4x4P。 三 48 ( 個 ) 
ある . 


(i), ⑪ を まとめ て , 4 桁 の 偶数 は , 
60 十 2 X48 三 156 ( 個 ) 
で ある . 


[ 注 ] 6 個 の 数 字 を 単に 並べ る 方 法 の 個数 (6!) か ら 首 位 が 0 と な る 並 
べ 方 の 個数 (51) を 引く , と いう アプ ロー チ も むろ ん 可能 で ある . 
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BB.310 」 
男子 5 人 と 女子 2 人 を 横 に 1 列 に 並べ る と き , 次 の 条件 
を 満た す 並 べ 方 は それ ぞ れ 何 通 りあ る か . 

(1) 両端 が 男子 で ある . 

(2) ①) の 並べ 方 の うち で , 女子 の 両隣 り が 男子 で ある . 

(3) (⑫) の 並べ 方 の うち で , 特定 の 男女 1 組 が 隣り 合う . | 
[アプ ロー チ > (1) で は , 前 問 同様 , 制限 条件 の つい た 両端 か ら 並 べ て い 
きま す . (2) で は , 条件 を どの よう に と る か が (3) に お いて も 鍵 に な り ま 
2 


( 1 ) まず , 両端 に な る 男子 の 決め 方 は 。P。 
通り ある . つぎ に , 残り 5 人 を その 間 に 並 べ る 方 法 
は sP。 通り ある . よっ て 

sP。 XsP。 王 20 X120 三 2400 (通り ) 
で ある . 
( 2 ) 男子 5 人 を まず 並べ る . その 方 法 は 。P。 通 
り で ある . 次 に , 女子 2 人 を 下 の 4 か 所 の 人 ハ の うち 


の 
^^^^ の 

2 か 所 に 入れ る . その 方 法 は 4P。 通り で ある . 

3 つ 
sP。X4P。 王 120 x12 三 1440 (通り ) 

で ある . 

( 3 ) (2) の 並べ 方 は 。 次 の よう に 並べ られ た へ と 
へ へ へ へ へ 

の 印 の つい た 席 に ,。 男子 は へ の 席 , 女子 は 〇 の 席 に 

つく 方 法 と 同じ と と で ある 。 

この 場合 , 並べ 方 を きめ る に は , 最初 に 「 カ ッ プ 

ル 」 に 席 を 決め させ , 次 に 残り の 男子 4 人 , 残り 1 

人 の 女子 に 席 を 決め させ れ ば よい . 

「 カ ッ プ ル 」 の 席 の 決め 方 は 8 通り , 残り の 男子 の 席 = 9 つの 席 か ら 2 

の 決め 方 は 4P。 通り , 残り の 女子 の 席 の 決め 方 は つ 並 ん だ 席 を 取 

sP」 通り で ある . よっ て る 取り 方 の 個数 . 
8X4P4XaP」 三 8x24 x3 三 576 (通り ) 

で ある 。. 
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B.311 
異な る 4 色 が ある . この うち 
の 何 色 か を 用 いて , 右 の 図形 の 
四 つ の 四角 形 を 塗り 分 ける と き , 
塗り 分 け 方 は 何 通 りあ る か . 

た だ し , 互い に 辺 を 共有 する 
2 つの 四角 形 に は 異な る 色 を 塗 
の っ GS59 衣 2 の 


[アプ ロー チ ツ > 使用 する 色 の 数 に よっ て 場合 分 け を し て 考え ます . 


隆 還 2 色 で 塗り 分 ける と き , A と D, B と C が 同 
じ 色 で あり , それ ら に 塗る 色 の 決め 方 は 4P。 通り 
ある . 
3 色 の と き , A と D, B と C の いずれ か 一 方 の 組 
だ けが 同じ 色 と な る . 同じ 色 と な る 組 の 決め 方 が 2 
通り で, あと , その 組 と 残り の 2 つの 四角 形 に 3 色 
を 割り 当て る 場合 の 数 は 4P。 通り ある か ら , 全部 
で 2X4P。 通り ある . 
4 色 の と き , 4 色 を A,B, C, D に 割り 当て る 場 
合 の 数 は 4P。 通り ある . 
以上 より , 塗り 分 け 方 の 総数 は 
4P。 填 2・4P。 十 4P4 王 12 十 48 十 24 三 84 (通り ) 
で ある 。. 
[ 注 ] そもそも , 地図 を 塗り 分 ける に は 何 色 必要 な の で し ょ うか ? 
上 の 例 で は 2 色 で 塗り 分 けら れ ま し た が , 


EET ーー 


の よう な 図 で は 4 色 で 塗り 分 けが で き , また ,。 4 色 以 上 が 必要 で す . 
一 般 に , 地球 上 の 領域 を 地図 に する と き , どの よう に 境界 線 が で き て 
いて も 地図 の 塗り 分 け は 4 色 で 十分 で ある こと が 近年 。 コン ピュ ー タ 
に よっ て 証明 され た と いう ニュ ー ス を 聞い た 人 も いる で し ょ う . 
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日 . 1 
(1) どの 3 点 も 同一 直線 上 に な い 9 点 が 平面 上 に ある . こ 

の うち か ら 3 点 を 結ん で で きる 三角 形 の 個数 は いく つか . 
(2) 三角 形 の 各 辺 を 3 分割 し た と き の 6 点 と 3 頂点 の うち 
か ら 3 点 を 結ん で で きる 三角 形 の 個数 は ,。 いく つか . 


アブ ロー チ > 同一 直線 上 に な い 3 点 が 指定 され れ ば 三角 形 が 決ま り 
ます . 一 方 , 3 点 が 指定 され て も , 同一 直線 上 に あれ ば 三角 形 が で き 
ませ ん . 


(1) 「 ど の 3 点 も 同一 直線 上 に な い 」 と いう 仮定 
より , 与え られ た 9 個 の 点 の 中 か ら , 任意 に 3 点 
を 選べ ば , それ を 頂点 と する 三角 形 が 決ま る . 有 

ゆえ に , 可能 な 三角 形 は , e 2 8 


_9X8X7_ 疹 2 ヽ 
9Cs=s<yx1 4( 個 ) 内 、 


で ある SE ヽ 


(2) 三角 形 の 3 頂点 と 6 個 の 3 等 分 点 を 合わ せ た 
9 個 の 点 に つい て , も し , これ ら の どの 3 点 も 同 
一 直線 上 に な いな ら , 3 点 を 選ん で で きる 三角 形 
は , (1) で 示し た よう に 84 個 で ある . 

し か し , 実際 に は , 三角 形 の 一 辺 上 に 並ぶ , 4 点 
の うち か ら 3 個 の 点 が 選ば れ た と き に は , 三角 形 
が で き な い . この よう な 選び 方 は 各 辺 に つい て 

4Ca デ 4 通 り 
ずつ ある か ら 全 体 で は 
3x4 三 12 通り 
ある . 
よっ て , 求め る 三角 形 の 個数 は 
84 一 12 三 72 ( 個 ) 
で ある 。. 
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日 . ヨ 13 


赤玉 5 個 , 白玉 3 個 , 黒 玉 2 個 を 1 列 に 並べ る と き , その 


並べ 方 は 全部 で 何 通 りあ る か . 


[アプ ロー チ > 同種 の も の を 含む 順列 の 個数 の 公式 に あて は め る こと 
も で きま す が , ここ で は 公式 の 原点 に た ち 戻 っ て 考え て み ま し ょ う . 


了 牙 還 玉 は 全部 で 10 個 あ る か ら , まず 玉 を 置く 場 
所 10 ヵ所 を 作る . 


帳 還 [同席 国 科 | 同 [ | 
この 中 か ら , 赤玉 5 個 の 入る 場所 を 選ぶ 場合 の 数 
は ioCs 通り , 残り 5 ヵ所 か ら 白 玉 3 個 の 入る 場所 
を 選ぶ 場合 の 数 は 。C。 通り で あり , 最後 に 残っ た 
2 ヵ所 に 黒 玉 2 個 を 入れ る と 考え る . 
よっ て , 求め る 並べ 方 の 総数 は , 


0N われ 260 
Cs XsCs 5 1 (10 一 5) ! 31(5 一 3) ! 
10 ! 、 
ー ョ sr2」 2520 (通り ) 


で ある こと が わか る . 


[ 注 ] 同様 の 考え 方 に 従う こと に より , 同種 の も の が それ ぞ れ ヵ 個 , 


2 個 。 …… 。 / 個 ある と き の 順 列 の 総数 が 
( ヵ 填 の 十 に 5 きる ) ! 
2 に で ぶれ (通り ) 


で ある こと が わか る . 
この 公式 を 理解 し た 後 で な ら , 次 の よう に 簡単 な 解答 で 十分 で ある . 


賠 角 玉 は 全部 で 10 個 あ り 、 その うち 5 個 , 3 個 、2 個 ず つが 同種 の 
も の で ある か ら , “同種 の も の を 含む 順列 の 個数 の 公式 ” に よる と , 並 
べべ 方 の 総数 は 
10 ! 
5LI3U21 
と な る . 


三 2520 (通り ) 
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日 .314 
8 個 の 玉 を 円 形 に 並べ る と き , 次 の 各 場 合 に つい て , 並べ 
方 は それ ぞ れ 何 通 りあ る か . 
(1) 8 個 の 色 が すべ て 互い に 相 異 な る と き . 
(2) 赤玉 が 4 個 , 白玉 が 3 個 , 黒 玉 が 1 個 の と き , 
(3) 赤玉 が 4 個 , 白玉 が 2 個 , 黒 玉 が 2 個 の と き . 


トー- 


[アプ ロー チ > 円 順列 で は , 回 転 し て 一 致す る も の は 同じ 順列 と みな し 
ます . し た が っ て ,。 並べ る も の の うち の 1 つ を 特定 で きる 場合 は , そ 
れ を 固定 し て , 残り の 並べ 方 を 普通 の 順列 と し て 考え る こと が で きま 
89 


了 散 民 (1) 8 個 の うち 任意 の 1 個 の 位置 を 固定 す 

る と , 並べ 方 は その 1 個 か ら 右 まわ り に 残り 7 個 を 

並べ る こと に 対応 する . よっ て 求め る 場合 の 数 は 
7 ! =5040 (通り ) 

( 2 ) 黒 玉 が 1 個 で ある か ら , この 位置 を 固定 する 

と , 残り の 7 個 を そこ か ら 右 まわ り に 並べ る 場合 の 

数 と 一 致す る . よっ て , 求め る 場合 の 数 は 


7C。 三 85 (通り ) 7 ヵ所 か ら 赤 玉 
( 3 ) 2 つの 黒 玉 の 間 に あ る 玉 の 個数 の 多く な い 方 を お く 4 ヵ 所 の 
を (0 ミ ん ミ 3) と する . で 分 類する . 選び 方. 


(i) <S2 の と き : 2 つの 黒 玉 を ん 個 離 し て 並べ , 
その うち の 一 方 を 指定 し て お く と , この 場合 の 並べ 
方 は そこ か ら 残 り 6 個 を あい て いる 所 に 右 ま わり に 
並べ る こと に だ 対応 する . よっ て 場合 の 数 は 


sC 三 15 (通り ) 上 と 同様 
(⑪) 一 3 の と き :(⑪) と 同様 に 黒 玉 の 片方 を 指定 9 
し て , そこ か ら 残 り 6 個 を 右 まわ り に 並べ る 方 法 は 。 ~ っ 
15 通り ある . 回 転 で 移り 合う と すれ ば 黒 玉 の 配置 よ o 
り 180" 回 転 で ある が , 自分 自身 に 移り 合う の は 黒 
玉 の 間 の 玉 の 配列 が と も に 右 ま わり で 売 旬 , % O O 
⑨ の , ⑧ あ の の の いずれ か に な っ て いる 場合 で ある 、 っ : 曲 外 の ) 
よっ て 場合 の 数 は 
(15 一 3)-2 十 3 三 9 (通り ) 
(i) ⑪ あ わせ て を ミ 2 な る ん は 


3x15 十 9 テ 54 (通り ) 3 通り 
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日 .315 
右 図 の よう な 街路 の ある 町 で 。 A 点 か 
ら B 点 まで 最短 距離 で 行く 道筋 を 考え る . 
(1) この よう な 道筋 は 何 通り ある か . 

(2) CD 間 が 工事 中 で 通り 抜け る こと が 


で き な い と き , 道筋 は 何 通 りあ る か . 4 


アプ ロー チ > (2) で は CD を 通る 道筋 の 個数 を 先 に 調べ ます . 


了 散 紅 (1) 右 に 1 区 間 進 むこ と を ヶ , 上 に 1 区 間 
進む こと を z で 表す こと に する 。. 

A 点 か ら B 点 まで 最短 距離 で 行く に は ヶ を 6 回 , 
z を 4 回 行う こと に な る . よっ て , その 道筋 は 6 個 
の ヶ と 4 個 の z を 1 列 に 並べ る こと と 1 対 1 に 対応 
する . よっ て , その 並べ 方 は 


10 ! ョ 
LINE 


同種 の も の を 含 和 
む 順 列 
ある . 


( 2 ) ①⑪ で 求め た 道筋 の うち , CD を 通る , つま り 
A っ CD っ B と 進む も の を 数 える . (1) と 同様 に 考 


ャ ーーー5 (通り ), 


える と ,。 A-C の 道筋 は P 面 間 


| 
DB の 道筋 は > キラ ュー6 (通り ) ある の で , 結局 


CD を 通る 道筋 は 5X6 三 30 (通り ) ある . 
CD を 通ら な い 道 筋 は 全体 か ら こ れ ら を 除い た も 
の だ か ら , 
210 一 30 三 180 (通り ) 


ある . 
[ 注 ] 上 の よう に , 横 方 向 に は 右 , 縦 方 向 
に は 上 に 進む こ と に する な ら ば , も っ と 複 TE 
雑 な 街路 を 歩む 場合 で も , = 


(G へ 至る 道筋 の 個数 ) 
三 (E に 至る 道筋 の 個数 ) 十 (F に 至る 道筋 の 個数 ) 
な る 式 を 何 度 も 用 いる こと に よっ て , 出発 地 か ら 目 的 地 ま で の 道筋 の 
個数 を 計算 する こと が 出来 る . 
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日 . 1 ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
一 辺 の 長 さ が 4 の 立方 体 ABCD-PQRS が ある . た だ し , 2 
つの 正方 形 ABCD, PQRS は 立方 体 の 向かい 合っ た 面 で , 
AP,BQ, CR,。 DS は それ ぞ れ 立方 体 の 辺 で ある . 

いま , 立方 体 は 一 辺 の 長 さ 1 の 小 立 方 体 に 積木 状 に 区 切 
られ て いる と する . そこ で , 頂点 A か ら 頂 点 R へ 小 立 方 体 の 
辺 を た どっ て いく と き の 最 短 径 路 を 考え る . 

1) 頂点 A か ら 頂 点 R へ 最短 径 路 は 何 通り ある か . 

(2) 辺 BC 上 の 点 を 通過 する 最短 径 略 は 何 通り ある か . 


アプ ロー チ > (2) の 径 路 は (1) の 径 路 の うち の 特別 な 場合 に は 違い あり 
ませ ん が 別 の と ら え 方 を し た 方 が すっ きり し ます . 


菩 還 (1) AB 方 向 に 長き 1 進む こと 
を g, AU 方 向 に 長 さ 1 進む こと を め 
AP 方 向 に 長 さ 1 進む こと を c で 表す と , 
A か ら R へ の 最短 径 略 は , 4 つの 2, 4 つ 
の ヵ 。 そし て 4 つの c を 一 列 に 並べ る 方 
法 と 1 対 1 に 対応 する . 

し た が っ て , この 並べ 方 を 数 える と 

jsCsC4・4C4 34650 (通り ) 

ある . 


(2) 辺 BC 上 の 点 を 通過 する 最短 径 路 。 ム D 
と は すなわち 。, 立方 体 の 面 ABCD と 
BCRQ を 取り 出し た 長方形 ABQRCD 
に お ける , A か ら R へ の 最短 径 路 の こと 
に 他 な ら な い . AQ 方 向 に 長 さ 1 進む こ 
と を の , AU 方 向 に 長 さ 1 進む こと を ge, 
で 表す と , この 長方形 に お ける A か ら R 
へ の 最短 径 略 は 。 8 つの Z, 4 つの e を 1 
列 に 並べ る 方 法 と 1 対 1 に 対応 する . こ 
の 並べ 方 を 数 える と 

jsCa・4C4495 ( 通 り ) 
ある . 


776 3$3 個数 の 処理 


日 . ヨ 1Z 


z を 自然 数 と する , 3 ヵ 名 の 生徒 が いて , 互い に 身長 は 異 
な る と する . 教室 に は ヵ 個 か ら な る 席 の 列 が 3 列 あ る . 身長 


の 低い 者 が 高い 者 より 前 に 来る よう な 席順 は 何 通 りあ る か . 


[アプ ロー チ > 席 の 列 の それ ぞ れ に 対し , その 列 の 席 に つく 生徒 名 を 
定め れ ば , あと は 背 た け の 順に 座ら せ て 席順 が 決ま り ま す . 


この 段階 で 生徒 


を 身長 順に 並べ 
る 必要 は な い . 

( 席 に つく 時 は 
身長 順 で ある .) 


A3・61I 夢 


3z 名 を 各 ヵ 名 か ら な る グル ー プ A, B, C に 
分 け 。 A, B, C の 各 グ ルー プ を それ ぞ れ (黒板 に 向 
か っ て ) 左側 の 列 の 席 , 中 側 の 席 , 右側 の 席 に 身長 
順に つか せれ ば , 席順 が 決ま る . 
3z 名 の 中 か ら , A に 属す る z 名 を 選ぶ 方 法 は 
szCz 通り 
ある . 残り の 2z 名 の 中 か ら , B に 属す る z 名 を 選 
ぶ 方 法 は 
zzCz。 通り 
ある . 残り の z 名 は C に 割り 当て る . 
以上 より , 3z 名 を グル ー プ A,。B, C に 分 ける 方 
法 の 総数 , すなわち , 席順 の 総数 は 
az し ょ * 5 し ァ 
ー 全 ( 生 り ) 


ある . 


生徒 を まず 1 列 に 並べ 。 その 順序 を 固定 する . 
次 に @, , と いう 札 を それ ぞ れ >? 枚 用 意 し て 1 
列 に 並べ , 端 か ら 順に 札 を 一 枚 ず つ 取 ら せ て その 札 
に 応じ て 座ら せれ ば , 席順 が 決ま る . この 決め 方 で 
札 の 並べ 方 と 席順 は 一 対 一 に 対応 し て いる の で , 札 
の 並べ 方 の 総数 を 求め る と , 同じ も の が 含ま れる も 
の の 順列 の 数 の 公式 より 
37! 


と な る . 
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りあ る か . た だ し シー ド さ れる 棋士 は いな い . 


[アプ ロ = チ > トー ナメ ント の 組み 方 を 図 
に する と , た と えば z 三 3 の 時 は 右 の よう 
に な り ま す . 組み 方 の 総数 を 数 える に は , 
ーー の 左右 を 入れ 替え て も 同じ 試合 で あ 
る こと に 注意 する 必要 が あり ます . 


2 を 自然 数 と する . 2” 人 の 棋士 が トー ナメ ント 方 式 (勝ち 
抜き 戦 の こと ) で 対戦 を する . トー ナメ ント の 組み 方 は 何 通 


了 還 まず , 横 一 列 に 並ん で も ら う . その 並び 方 に ミ 上 の 図 の 一 番 下 


応じ て , 端 か ら 2 人 ずつ 対 に な っ て 対局 し , 勝っ た 
者 だ け 元 の 列 に 残っ て , 再び 端 か ら 2 人 ずつ 対 に な 
っ て 対局 する . これ を 繰り 返す と ,。 1 つの トー ナメ 
ント が 決ま る こと に な る 。 と と で ,。 対 に な る 2 人 の 
うち 左側 の 者 が 常に 上 座 に 座る こと に すれ ば 横 一 列 
に 並ぶ 並び 方 と , 各 対 局 に お いて 座る 位置 を 指定 し 
た トー ナメ ント と は 一 対 一 に 対応 する . 

横 一 列 の 並び 方 の 総数 は 2"! 通り あり , 一 方 1 
つの トー ナメ ント に お いて ,。 対局 数 は 27ー1 で あ 
る か ら , 座る 位置 の 決め 方 は 2“~ リ 通り ある . 

し た が っ て , トー ナメ ント の 組み 方 は 全部 で 


1 
っ (通り ) ある . 


岡 解 2" 人 の 棋士 を 2-* 人 ずつ 2 つの 組 に 分 ける 


こと に より z 回 戦 の 組合 せ を 決め , 次 に 。 これ ら の 較 


組 を それ ぞ れ 2"? 人 ずつ 2 つの 組 に 分 ける こと に 
よっ て (一 1) 回 戦 の 組合 せ を 決め , 順に 同様 に し 
て 1 回 戦 ま で 組合 せ を 決め る . 

27 人 を 2! 人 ずつ 2 つの 組 に 分 ける 方 法 は 


zCw-」X テ 通り ある か ら 。 2" 人 の 場合 の トー ナメ 


ント の 総数 を エ 。 と お く と イッ ー テ ・wCp_r(T。- 


と いう 関係 式 を 得る . これ か ら 解 を 求め る こと は 容 
易 で ある . ( 尊 化 式 (数 A で 学ぶ ) を 解く こと に な る ) 


の と ころ に 並ぶ , 
と 考え る . 


= (対局 数 ) 


三 ( 敗 者 の 数 ) 
ー( 全 棋士 数 ) 
ー( 優 勝者 数 ) 


2" 人 いれ ば , 
Z 回 戦 が 決勝 戦 


き 2 人 を 選び 


出す 方 法 は 
zCz-」 通 り 


779 3$3 個数 の 処理 


.1 
12 人 の 生徒 を 次 の よう に 分 ける と き , 分 け 方 は 何 通 りあ 
る か . 


(1) 5 人 , 4 人 , 3 人 の 3 組 に 分 ける . 
(2) 4 人 づつ 3 組 に 分 ける . た だ し , 組 の 区 別 を し な い . 


[アプ ロー チ > (2) は まず , 組 に 区 別 が つい て いる も の と し て 考え ます . 


(1 ) 5 人 の 組 に 入る 生徒 の 選び 方 は jsCs 通り あり , 
残り 7 人 か ら 4 人 の 組 に 入る 生徒 の 選び 方 は zC。 通 
りあ り , 残り を 3 人 の 組 に する . よっ て 


gCsx7Cxー ゴ ティ 導 | 三 27720 (通り ) 
で ある . 
(2 ) 最初 は , 3 組 が A 組 , B 組 , C 組 と 区 別 さ きれ 
て いる と し て 考え る 。 
(1) と 同様 に , A 組 の 4 人 , 次 に B 組 の 4 人 と 順に 
選ぶ と , 分 け 方 の 総数 は , 


1 1 
gCexeCrー- ーー ィ ィ ィ ー 34650 (通り ) 


で ある こと が わか る . 

一 方 , 組 を 区 別 し な いで 4 人 ずつ 3 組 に 分 ける 場 
合 の 数 が N 通 りあ る と すれ ば , これ ら 3 組 を A, B, 
C 3 組 に 振り 分 ける 場合 の 数 は NX3! 三 6N ( 通 
り ) で ある . し た が っ て 求め る 場合 の 数 は 

N=34650 エ 6=5775 (通り ) 


で ある . 
( 2 ) の 職 解 12 人 の 生徒 の うち , 特定 の 1 人 甲 に 着 
目 す る . 
甲 と 同じ 組 に 入る 3 人 の 生徒 の 選び 方 は iC 通 
りあ り , あと 残り 8 人 を 4 人 ずつ 2 組 に 分 ける . 
残り 8 人 の 生徒 の うち , 特定 の 1 人 乙 に 着目 し , 
乙 と 同じ 組 に 入る 生徒 3 人 を 選ぶ 場合 の 数 は ?Ca 通 
り で ある . これ で 8 人 は 4 人 ずつ 2 組 に 分 か れる . 
よっ て , 求め る 場合 の 数 は 


NN 1 
nCsX2Cs 王 3T81 314! 
で ある 。. 


三 5775 (通り ) 
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正方 形 の 各 辺 の 5 等 分 点 を 通り , 辺 に 平行 な 線 を 引く こ 


と に よっ て で きる 長方形 は いく つ あ る か . また ., 正方 形 は い 
IO つ で きる か 、 


[アプ ロー チア 縦 の 平行 線 2 本 と 横 の 平行 線 2 本 に よっ て 囲ま れる 長 
方 形 が ちょ うど 1 つ 存 在 し ます . その 長方形 が 正方 形 と な る の は , 縦 , 
横 の 平行 線 の 間隔 が 一 致す る と き で す . 


縦 の 平行 線 を の 1y iC2222- こ 2 ぅ の 6e 
横 の 平行 線 を ヵ , …… (06589 の 
g:(1S ミ 7 ミ 6) か ら 2 本 , な (1 ミ 7 ミ 6) 
か ら 2 本 と る と , それ ら に よっ て 凍 

まれ る 長方形 は ちょ うど 一 つ 存 在 す 
る . 

送 に 一 つの 長方形 に 対し 。 その 
4 辺 を 定め る 縦 と 横 の 平行 線 の 組 は 
ちょ うど 一 つ 存 在 する . 

よっ て , 求め る 長方形 の 個数 は , 
g:(1 ミ 7 ミ 6) か ら 2 本 , (1 ミ 7 ミ 6) 
か ら 2 本 を 選ぶ 場合 の 数 と な る . 
すなわち , 

eCzXeCs 三 15“* 王 225 ( 個 ) 
ZN22 

正方 形 に つい て は , 辺 の 長 さ で 分 類する . 

元 の 正方 形 の 1 辺 の 長 さ を 5 と する . 

1 辺 の 長 さ が (1 ミミ 5) の 正方 形 の 個数 は , 縦 の 
平行 線 を 幅 を を あけ て 2 本 , 横 の 平行 線 を 幅 を ん あ 
け て 2 本 選ぶ 場合 の 数 で ある . 縦横 いずれ の 場合 
も , 幅 ん の 平行 線 の 組 の 取り 方 は 6 を 通り だ か 
ら , 1 辺 が ん の 正方 形 の 個数 は (6 一 め )* 個 あ る . 

以上 より , 求め る 正方 形 の 個数 は , 

を 三 1, 2。 3。 4。 5 の 場合 を 全部 あわ せ て 

5* 二 42 十 32 十 2? 二 1 一 55 ( 個 ) 
どど が の 。 


72 の 3$3 個数 の 処理 


日 . ヨ 1 
の 5 3 文字 か ら 重 複 を 許し て , 7 個 と り 出す 組合 せ の 


個数 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > この 組合 せ の 個数 は 〇 7 個 と , |( 棒 ) 2 本 を 1 列 に 並べ る 
順列 の 個数 に 等 し いこ と が , 次 の よう に し て わか り ま す . 
〇 7 個 , | 2 本 の 順列 に 対し て , 
左 の 棒 よ り 左 に ある 〇 の 個数 だ け の Z 
2 本 の 棒 の 間 に あ る 〇 の 個数 だ け の 6 
右 の 棒 よ り 右 に ある 〇 の 個数 だ け の c 
を と り 出 すこ と に する と , この 順列 と 考え て いる 組合 せ は 1 対 1 に 対 
応 し ます . 
具体 的 に 示す と 
順列 〇 〇 IOIOOO 〇 O に は 組合 せ 2, 2, 6, c, cc, c 
組合 せ 2, 2 6 6 2 2 に は 順列 OOOOIOOO]| 
が 対応 する こと に な り ま す 。 
〇 7 個 と | 2 本 を 1 列 に 並べ る 順列 の 個数 は , 9 ヵ所 の 場所 か ら | の 


入る 2 ヵ所 を 選ぶ 場合 の 数 に 等 し らい か ら 。Cz ニ テ ャ ー36 (通り) で 


1 
す . これ が , 求め る 組合 せ の 個数 と な り ま す . 
一 般 に , z 種 の も の か ら 重 複 を 許し て ヶ 個 と り 出 す ( 重 複 組合 せ ) の 
個数 は , ヶ 個 の 〇 と , (一 1) 本 の | を 1 列 に 並べ る 順列 の 個数 に 等 し 
いこ と が 同様 に し て 確か め ら れ ま す . これ より , 重複 組合 せ の 公式 


ヵ 還 三 ッ ー1C ァ 
を 得 ま す . 
の の , c3 文字 か ら 重 複 を 許し て 7 個 と り 出 
す 組 合せ の 個数 は , 重複 組合 せ の 公式 か ら 
96 久 sHz 王 s+7-1C7 王 。C7 王 Cs 三 ジイ 三 36 (通り ) 


で ある . 


(i) 「x 十 十 デ 7 か つ > 生 0, 生 0。 る < 生 0 を 満た す >。 ヶ 。 る の 
整数 解 の 個数 」 
G⑪)「 区 別 の な い 7 個 の ボー ル を 3 人 の 子ども に 分 ける と き , ボー ル 
を 貰わ な い 子 が いる こと も 許し た 分 け 方 の 場合 の 数 」 
いずれ も , 上 で 求め た sHz と 一 致す る . 
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組合 せ の 個数 zC, の 意味 に 従っ て , 次 の 各 式 が 成り 立つ 
こと を 示せ . 
(1) CO。ー。 ュ テコ ュ 二 。 ュ O。 
aorzCy 十 CC ュ 十 …… 十 。 じ CCo 
(0 ミミ z の と き ) 
ォ ン zz し Ca 十 C。arnrzCz コ ユー… 十 4。C ぶ が 。C ァ ー。 
(z 十 1 ミ ァ ヶ ミ 27 の と き ) 


(2) 2 し > 三 


[アプ ロー チ > 互い に 区 別 で きる z 個 の 要素 を も つ 集合 , た と えば , 
1 か ら ヵ まで の 自然 数 か ら な る 集合 を 考え る . 


了 散 還 ヵ 個 の 要素 を も つ 集 合 A を 考え る . 

(1) A の 特定 の 要素 々 を と る . A か ら ヶ 個 の 要素 
を 選ぶ 方 法 を , 2 を 含む か 否 か で 分 類する . Z を 含 
む 選 び 方 は 。 残り の (一 1) 個 か ら ( ァ 一 1) 個 を 選ぶ 
方 法 と 同等 で あり , CC,-」 通 りあ る. 一 方 , 2 を 含 
まな い 選 び 方 は , 残り の (一 1) 個 か ら ヶ 個 を 選ぶ 
方 法 と 同等 で あり , ヵ iC: 通り ある . し た が っ て , 
az 三 x1Cz ュ 十 。-C じ 。 で ある 。 


(2 ) A を z 個 ずつ の 2 グル ー プ P, Q に 分 け て お 

く .A か ら ヶ 個 の 要素 を 選ぶ 方 法 を , P か ら 選 ぶ 要 

素 の 個数 で 分 類する . P か らん た 個 選ぶ と き , Q か ら 

は ァ 一 ん 個 選ぶ . その 方 法 は 。C・C。- ょ 通り ある . 

ここ で ,。 た の 取り うる 値 は 。 0 ミミ 7z。 0 ミ ァ ー ん SS 対 P と Q か ら 要 素 

を 同時 に 満た す を で ある か ら , その 範囲 は , を 選ん で いる . 
0 ミ ァ ミ Z の と き 0 ミミ ァ 
27 十 1 ミケ ミ 277 の と き ァ 一 7 人 ミミ 

で ある . これ ら の ん に つい て , 上 の 結果 を 足し 合わ 

せる と , 求め る 結果 を 得る . 


[ 注 ] (2) は 2 つの 場合 に 応じ て , 式 が ずい ぶん 違う よう に 見 える が , 
解答 で 示し た よう に , その 違い は , 単に , ん の 範囲 を 表す 不等式 の 形 
の 違い を 反映 し た も の で ある . また , か.96 の 公式 ,C,=。C, を 思い 
お こせ ば , (2) の 下 の 式 は , ヶ の 代り に 2z 一 ヶ を 考え る こと に よっ て , 
上 の 式 か ら 証 明 で きる . 同様 に , 下 の 式 か ら 上 の 式 を 導く こと も で き 
る . 
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日 . ヨ ら ヨ 


(1) 次 の 関係 式 を 満た す ヵ と ヶ の 値 を 求め よ . 

Cy 1 が Cr が n ヶ ー1: 5: 20 

(2) 次 の 不等式 を 満た す ァ を z を 用 いて 表せ . 
メッ で 2 し ヵ し ァ C ァ ょ ュ 


[アフ ロー ニチ 。C/ ニ ーー を 確認 する 問題 で す . 


ー ァ !(gー ク )! 


の 1( の 972 ツー SI 主 折 ボ 示 語 RS 
解答 1 
ニコ \ 2 8 62 デーー ニ DSEZU EE 琶 os 


と いう 2 つの 方 程 式 に 分 け て 考え る と , 
2 一 1 テ ヶ 生 0 の 下 で 


( ヵ 一 1)! 6 2! 2 
0 2 の 二 ほ 76 寺 2! 1:5 
は er いし be 
71wー の ! ー9 ァ 1 ター ュー の ! 
を z 三 5(2 一 ヶ ) を 42ー57 テ 0 …… 
7! に (% 寺 1)! 。 .. 
2 ヶ !(z 一 7)! ” 7!(z 二 1 一 ヶ )! 0 


(z 填 1)! ョ 1 
21(⑫ 二 の 押 20(2 三 め ) 
ぐう 2 十 1 三 4(z 十 1 一 ヶ ) 二 32 一 47 ヶ テー3 … 
③, ④ よ り ヵ 王 15, ヶ 三 12 
これ は 一 1 ヶ 生 0 を 満た す . 


( 2 ) 一 ] 生 7。 ヶ 生 1 の 下 で 


ぇ Cy ュ く ヵ し ァ 
途中 の 計算 は 省 人 ケ ヶ く zー ケ 十 1 e 飼 ヶ < ろ キュ 2 
いて ある . 
ぇ し 。 全 2 しょ ュ 
ーー ズ /aa ニッ バニ 7 請 に ニー ヶ = ア ーー 2 
よっ て 。 ヶ が 奇数 の と き ァ ー デ ーー 
Z が 偶数 の と き ァ ー テ 


*④ 


[ 注 ] (z 十 1)” を 展開 し た と き の 係 数 ( 2 項 定理 A3.9) に つい て の 1 


つの 事実 を 表し て いる . 具体 例 に つい て 確認 し て ほし い . 


7 ク タ 


1」84 確 補 


加 キー・ ワ ー ド (A 基 符 理 論 入 ) 


| 

ーー| 和 事 提 | 余 事 提 上 | 排 反 
me 
し 独立 肛 行 |ー 重複 試 | 


ーーー] 期待 値 
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AA.1 試行 と 事象 


サイ コロ を 振っ て 出 た 目 の 数 を 調べ る 実験 や 、 1 日 に ある 商 
店 に か か っ て くる 電話 の 通話 数 を 調べ る と いう 観察 を 行う と き , 
その 結果 は 偶然 に 支配 され て いろ いろ 変わ り , どの 結果 が 得 ら 
れる か を 断定 的 に 予測 する こと は で き な い . 

一 般 に , 何 回 も くり 返す こと が で き , そ の 結果 が 偶然 に 支配 さ 
れる よう な 実験 や 観察 を 試行 と いう . 


[定義 ] ある 試行 で 。 そ の 起こ り 得る 結果 が 全部 で | 標本 
ど 1。 @2。 63。 空間 
だ け あ る 場合 , その 全体 の 集合 


S テ {gi の 2。 @3 ぁ 
を その 試行 の 標本 空間 と いう . 


1" 試行 に お いて 考え られ る 現象 を , 事象 (event) と いう . 試行 の 
標本 空間 が 与え られ れ ば , 事象 と は , 標本 空間 の 部 分 集合 に ほ 
か な ら な い ,。 と いう こと が で きる 。. 

た と えば , サイ コロ を 振る 試行 で 。} の 目 が 出る こと を [で 表 
すこ と に すれ ば , 標本 空間 $ は , S ={], [2], [3], [4], [51, [6]) 
で ある 。. 

と の と き 。 た と えば 

偶数 の 目 が 出る と いう 事象 は , ([2] [4 [6]) 
3 以下 の 目 が 出る と いう 事象 は 。 IM 因 以 間 回 上 
で ある 。. 


28 出生 児 が 男児 か 女児 か と いう 観察 に お いて , “出生 児 
が 男児 ”? と いう 事象 を , “出生 児 が 女児 "と いう 事象 を @ と す 
れ ば , S= テ {g, eg}) が この 観察 の 標本 空間 で ある . 


例 2 1 日 に ある 商店 に か か っ て くる 電話 の 通話 数 を 調べ る 観 
察 で は , 通話 数 が ヵ で ある こと を , 数 ヵ で 表す こと に すれ ぱ , 
標本 空間 は {0, 1, 2, 3……} で ある . た と えば , この 部 分 集合 
{|50 ミ z ミ 100}) は , 1 日 に か か っ て くる 電話 が 50 本 以上 100 
本 以下 で ある と いう 事象 を 表す . 
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3” 標本 空間 の こと を , 事 象 空間 と か 実験 結果 の 全体 集合 な ど 
と も いう . 
また , ゞ ぐ それ 自身 も ゞ の 部 分 集合 の 1 つ で ある . この 意味 で , 
標本 空間 (に 対す る 事象 ) を 全 事 象 と も いう . 全 事象 は 必ず 起こ 
る . 


4” 空 集合 あ も 標本 空間 S の 部 分 集合 の 1 つ で ある . これ を 空 事 
象 と いう . 空 事象 の は 現実 に は 起こ る こと の な い 事 人 象 で ある . 


5* 標本 空間 ぐ の 1 つ 1 つ の 要素 を 根元 事象 と いう . それ に 対し , 
複数 の 要素 か ら な る 部 分 集合 を 複合 事象 と いう . 


A 1. 則 確率 の 意味 ) 


確率 の 概念 に は , すでに 中 学 で な じん で いる . その 意味 を 復習 

し て お こう . 試行 に お いて 着目 する 事象 の 起こ りや すさ を 数 で 
表現 する た め に , 試行 を 何 回 も 行っ た と き , 全 回 数 に 対し て 万 
が 起こ る 回 数 の 理論 的 な 割合 を 考え る . つま り , 


試行 の 回 数 。 ヶ ー ア の 起こ っ た 回 数 
と お く と き , を 限り な く 大 きく する に つれ て , は ある 一 定 


な 値 の あみ に 近づく と 考え られ る と き ,「 万 の 起こ る 確率 は の で あ 
る 」 と いう の で ある 。. 
事象 万 の 確率 を 記号 ア () で 表す . 


1 記号 P/() の P は probability ( 三 確 率 ) か ら 来 て いる . 
2" 0 ミ Z ミ WV で ある か ら ,。 つね に 0S ミ ヵ ミ 1 で ある . 
今 基本 的 な 事象 の 確率 


具体 的 な 事象 の 確率 を 数 値 的 に 求め る こと は 一 般 に 簡単 で 
は な い . た と えば サイ コロ を 振る 実験 で は , サイ コロ が 正しく 
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作ら れ て いれ ば 
ア ( 1 の 目 の 出る ) テ ア ( 2 の 目 が 出る ) モ ……… 
レー ー ア ( 6 の 目 が 出る ) ニ 
で ある こと は 中 学 で 学ん で いる が , いび つ な サ イコ ロ と な る 
と , お の お の の 目 の 出 る 確率 を 知る た め に は , 実験 を くり 返し 
て 相対 度数 の 変化 を 観察 する より 仕方 が な い . 


I. 統計 的 確率 

1" 自然 科学 の 世界 で は , 実験 や 観察 が 繰り 返し 可能 で ある 場合 に , 
確率 を 考え る こと が 多い . すでに 行わ れ た 実験 や 観察 の 結果 に も 
と づい て 推測 され た 確率 の 値 を , 統計 的 確率 と いう . これ は , 多 
数 回 の 試行 の 結果 の 統計 か ら 経 験 的 に 求め られ た 確率 の 値 の こと 
で ある 。. 

2* 現実 に 事象 4 の 起こ る 統計 的 確率 を 求め る に は , / を 限り な く 
大 きく し な けれ ば な ら な い が ,。 それ は 不可 能 で ある か ら , 実際 に 


は ある 程度 を 大 きく し た と き の の 値 を わ の 値 と し て 採用 


する の が 普通 で ある . 

[ 例 ] 1 年 間 の 世界 各国 の 出生 児 数 に 対す る 男児 数 ヶ の 相対 度 
数 7/V は , どの 年 を と っ て みて も , また , どの 国 に つい て も ぼ ほ 
と ん ど 変 わり が な く , 


2 
0.51 


で ある こと が 知ら れ て いる 。 
この 統計 に も と づい て , 出生 児 が 男児 か 女児 か と いう 観察 に 
お いて 
ぐ テ { ら i, @), 7627 ん 5 三男 。 @ 三 女 
と < 介 と (きち 
“男児 が 出生 する "確率 ニア (ei) 三 0.51 
“女児 が 出生 する "確率 = ニア (@) テ 0.49 
な ど と 仮に 決め て , 推論 を 進め る こと に する わけ で ある 。. 


L. 組合 せ 論 的 確率 (数 学 的 確率 ) 
「 正 し い 」 サ イコ ロ を 振る 試行 の よう に だ, 実験 に よっ て 推測 
する の で は な く , 対称 性 な どの 理論 的 根拠 か ら , 事象 の 確率 
を “場合 の 数 の 計算 ”" に 帰着 し て 求め る こと が ある . その 場合 
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の より どこ ろ に な る の は , いく つか の 事象 の 起こ りや すさ が 
等 し いこ と 。 すなわち ,。 い くつ か の 事象 の 起こ り 方 が 
同様 に 確か ら し い (equiprobable テ equally likely) 
と 認識 する こと で ある . 
た と えば , 正しい サイ コロ を ふる と き ,。 ど の 目 が 出る こと も 
同様 に 確か らし い . 


且 


[公式 ] ある 試行 に お いて 起こ り 得 る 根元 事象 が 全部 で 
個 あ り (標本 空間 が W 個 の 要素 か ら な っ て お り ), それ ら 
の どれ が 起こ る こと も 同様 に 確か らし いと する . この と 
き , 試行 に と も な う 事 人 象 々 が ヶ 個 の 根元 事象 か ら な っ て 


いる と き に は , 万 の 確率 は 
吐き 
02) 三 守 
で 与え られ る . 


数 学 的 確率 の 公式 


2" と くに だ, ら を 等 確率 の (根元 ) 事象 の うち の 任意 の 1 つと する 


(= (7 テ 1, 2 33 < * W) 


38 1 つの サイ コロ を 振っ た 場合 , サイ コロ に 特別 の 仕掛 で 
も な い 限 り , 1 の 目 か ら 6 の 目 ま で の どの 目 が 出る こと も 同 程度 
に 期待 され る か ら , 

S= 人 1, 2 3。4, 5, 6} (要素 の 個数 三 6) 
は 等 確率 の 根元 事象 か ら な る 標本 空間 で ある . そこ で , 
4 テー 人 {1]。 =(5, 6} に 対し て , 


事象 4 の 起こ る 確率 =* 1 の 目 が 出る "確率 ニア (4) ニ そ 


事 償 の 起こ る 確率 一" 5 以上 の 目 が 出る "確率 ニア (8) ニー 


4* 当然 な が ら , ① を 適用 する に は “等 確率 の 事象 で ある " と いう 
条件 を 忘れ て は な ら な い . 
1 つの サイ コロ を 振っ た と き , 1 の 目 が 出る か 出 な いか の 
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2 つの 場合 が 考え られ る か ら , “1 の 目 が 出る 確率 は 1/2 で あ 
る ” な ど と し て は 誤り で ある . 


5” ある 試行 の 結果 が , 等 確率 の (根元 ) 事象 に 分 解 で きる 場合 に 
は , 確率 を 求め る 問題 は 。 その 事象 に 対応 する 場合 の 数 を 求め る 
問題 に 帰着 する こと に な る . 


6" ① に よっ て 人 算出 され る 確率 を , 歴史 的 な 習慣 こ に より, 数学 的 確 
率 と いう が , すべ て の 確率 は “数学 的 ” で ある か ら , む しろ, 組合 
せ 論 的 確率 と よぶ 方 が よい . 確率 論 が 始め られ た 頃 の 人 達 の 感覚 
で は , “数 式 で 与え られ る 確率 ① が 数 学 的 " で あっ た の で あろ う . 
今日 の 立場 で は , 統計 的 確率 も 数 学 的 確率 も , 現実 の 事象 に 対し 
て , その 確率 の 説得 的 な 提供 を する 手段 に すぎ な い . 


AA 3. る ) 確率 の 計算 ] 


確率 の 基本 性 質 と それ か ら 導 か れる 定理 .。 いろいろ な 用 語 な 
ど , 確率 の 計算 に 便利 な も の を まとめ て お こう . 


[まとめ ] 任意 の 事象 及 に 対し , 0 ミア (万 ) ミ 1 
全 事象 ぐ は 必ず 起こ り , P(S)=1 


空 事象 あ は 決 し て 起こ ら ず , ア ( の )= テ 0 


で ある . 


確率 の 基本 性 質 


I. 余 事 象 

ある 試行 に お いて 1 つの 事象 を 考え る と き , " 忌 が 起こ ら 
な い ” と いう の も 1 つの 事象 で ある . これ を 万 の 余 事象 と い 
い , 万 で 表す . 

た と えば , サイ コロ を 振る 試行 で 、 三 "偶数 の 目 が 出る " 
と いう 事象 と お け ば 
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アー と の 余 事 人 象 王 " 偶 数 の 目 が 出 な い ” と いう 事象 
“奇数 の 目 が 出る ” と いう 事象 
で ある 。. 
標本 空間 で 万 を 表す 集合 は , 万 を 表す 集合 の 補 集 合 で あ 
る . 


[定理 ] 事象 の 余 事 象 を と すれ ば , 余 事象 の 確率 
ア ( 万) ニー ア ( 万 ) 


T. 和 事 象 , 積 事 象 
ある 試行 に と も な う 2 つの 事象 4, 玉 が 与え られ る と き 
4 また は どの 少な く と も 一 方 が 起こ る と いう 事象 
を , 4 と 万 の 和 事 象 と いい , 4U で 表す . 
標本 空間 に お いて 和 事 象 4U を 表す 集合 は , 4, 万 の そ 
れ ぞ れ を 表す 集合 の 和 集 合 で ある . 
また 。 こ の と き 
4 と ぢ が と も に 起こ る (4 が 起こ り , か つも 起こ る ) 
と いう 事象 
を 。 4 と 万 の 積 事象 と いい , 4 万 で 表す . 
標本 空間 に お いて 積 事象 4「1 ぢ を 表す 集合 は , 4, の そ 
れ ぞ れ を 表す 集合 の 積 集 合 三 共通 部 分 で ある . 


甲 。 乙 2 人 が ジャ ン ケ ン を する 試行 に お いて 
4ー" 甲 が 勝つ " と いう 事象 
=“ 乙 が 勝つ "” と いう 事象 
と お け ば , 和 事 象 4U ぢ は ,“ 甲 , 乙 どちら か が 勝つ ", す な 
わ ち , " 紀 | 分 け で は な い ” と いう 事象 を 意味 する . この 場合 
積 事象 4「] は 空 事象 で ある . 
また , この 試行 に お いて 
=“ 甲 が イシ を 出す " と いう 事象 
が =ー“ 選 が ハサミ を 出す " と いう 事象 
と する と き , 積 事象 /「] は “ 甲 が イシ を 出し , 乙 が ハサミ 
を 出す ” と いう 事象 を 意味 する . 
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2” 集合 の 要素 の 個数 の 関係 x(4U)=z(4) 十 x() 一 (4 和 ] ぢ ) 
に 対応 し て , 和 事 象 , 積 事象 の 確率 に 関し て は 次 の 関係 が 成り 立 


(4U ぢ )= ア (4)+ ア () 一 ア (4 ぢ ) 
和 事 象 の 確率 


皿 . 排 反 事象 
4 ] ぢ = の ( 空 集合 ) の と き , すなわち , 4。 万 が 同時 に は 
起こ り 得 な いと き , 4 と ぢ と は た が い に 排 反 で ある , また 
は 排 反 事象 で も る と いう . 
4 お ー の な ら ば , ア (4 太 )= ニ P(@)= ニ 0 と な り , 次 の 定 
理 を 得る . 


[定理 ] 4, 玉 が た が い に 排 反 事象 な ら ば , 排 反 事象 の 
ア (4U ぢ )= テ ア (4) 十 ア ( ぢ ) 加法 定理 


( 2 つの 事象 の 場合 ) 
1” この 定理 は , 4, 太 が た が い に 排 反 事象 な ば , 
(4, の 少な く と も 一 方 が 起こ る 確率 )= ニ (4 が 起こ る 確率 ) 
十 ( 及 が 起こ る 確率 ) 
で ある と いう こと を 意味 する . 


2” この 定理 は , 場合 の 数 を 求め る と き の 「 和 の 法則 」 に 対応 する . 
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人 AA4.2! 独立 な 試行 | 


1. [定義 ] 2 つの 試行 急 。 77 に つい て , それ ぞ れ の 試 


行 の 結果 が , 他方 の 試行 の 結果 (の 出 方 ) と 無関係 で 
ある と き , 婦 と 2? は 独立 な 試行 で ある と いう . 


員 表裏 の 出 方 に 着目 し て ,100 円 玉 を 投げ る 試行 を 介 
と し , つい で , 10 円 玉 を 投げ る 試行 を 7? と する . 100 円 玉 の 表裏 
の 出 方 と 10 円 玉 の 表裏 の 出 方 は 互い に 影響 び が ない . し た が っ て , 
この 分 と 7 は 独立 で ある . 

大 小 の 2 つの サイ コロ を 投げ る . 大 きい サイ コロ を 投げ る 
試行 を 妃 。 小 さい サイ コロ を 投げ る 試行 を 7 と する . 大 小 の サ 
イコ ロ の 目 の 出 方 は 無関係 で ある か ら , 分 と 7: と 独立 な 試行 で 
ある . 

9 本 の 空 ク ジ と 1 本 の 当り クジ か ら な る 10 本 の クジ が あ 
る . いま , 花子 と 太郎 の 両 人 が , 花子 が 最初 に 。 つ いで 太郎 が , 
それ ぞ れ 1 本 ずつ この クジ を 引く 。 花子 が クジ を 引く 試行 を 婦 , 
太郎 が クジ を 引く 試行 を 75 と する . この と き , 分 と 分 は 独立 
で は な い . た と えば , 分 で 当り リク ジ が 引か れ て し まう と 盆 で は 
空 ク ジ し か 出 な い . また , 分 で 空 クジ が 出 た 場合 に は 2 で は 9 
本 の うち の 1 本 の 当り クジ が 出る 可能 性 が ある . た し か に , 分 と 
7 は 独立 で な い . (この よう な と き , 2 つの 試行 は 従属 で ある と 
いう こと が ある .) 

バス ケッ ト の 試合 で A 看 が 2 回 フリ ー・ ス ロー を 行う . 1 
回 目 の ス ロー を 分 2 回 目 の ス ロー を 7 と する . 分 。 7 の それ 
ぞ れ に お いて 結果 は “入る ” か “入ら な い ” か で ある . 2 つの 試行 
人 と 7 が 独立 で ちる か どう か は 。 A 看 の 気質 に 依存 する . 第 1 
投 が 入る と 安心 し て 第 2 投 が だ うま くい く が , 第 1 投 が 失敗 チ れ ば 
プレ ッ シ ャ ー が 高まり 第 2 投 も 失敗 し や すい ぃ と いう 気質 な ら 
ば , 人 婦 と 人 は 独立 で は な い . 

一 方 。A 君 が プレ ッ シ ャ ー に 強い が , 2 投 目 の 方 が ね らい が さき 
だ まり や すい た め , 第 1 投 が 入る 確率 が 0.6, 第 2 投 が 入る 確率 が 
0.8 で ある と 仮定 し よう . この と き は , 第 1 投 の 結果 いか ん に よら 
ず , 第 2 投 が 入る 確率 が 0.8 な の で ある か ら , 2 つの 試行 は 独立 
で ある . 
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2" 2 つ 以 上 の 試行 に つい て も 独立 性 が 考え られ る . すなわち ,。 % 
個 の 試行 75。…… , 7,。 が (た が い に ) 独立 な 試行 で ある と は , 
それ ぞ れ の 試行 の 結果 が 他 の 試行 の 結果 (の 出 方 ) に 影響 も を お よ ぼ 
さ な い こと で ある . 

サイ コロ を 3 回 つづ け て 振る とき, 各回 の “振り "を それ 
ぞ れ 試行 と みな し て , 分 分, 2 と お け ば , これ ら は 独立 な 試行 
で ある . 

同じ クラ ス の 3 人 の 生徒 甲乙 , 内 が セン ター 試験 を 受け 
た . それ ぞ れ の 成績 を 試行 妃 。 7 ヵ 。 7。 と みな せ ば , 常識 的 に は 
全 。 75。 73 は 独立 な 試行 で ある . 


独立 な 試行 と 確率 金 独立 な 試行 に お ける 確率 に つい て ,。 次 
の 乗法 定理 が 成り 立つ . 


| 


Mt 
“の で は 事象 4 が 起り 。 か つ , | 

7: で は 事象 お が 起 る .”  …… (*) | 

| 


| と いう 事 梨 どの 確率 は P(4)XP(B) で ある . 
独立 試行 の 乗法 定理 


je 大 小 2 つの サイ コロ を ふる と き ,。 大 きい サイ コロ の 目 
が 1 で あり , 小さ な サイ コロ の 目 が 5 で ある 確率 は , 上 の 乗法 定 
理 に し た が えば 


1 
06326R86 ① 
で ある . それ ぞ れ の サイ コロ だ け に 着目 し た と き の 試行 は 独立 で 
あり , 


ア ( 大 きい サイ コロ の 目 が 1 )= 


q| g|ー 


(小さ い サ イコ ロ の 目 が 5 )= テ 


と し て よい か ら で あ る 。 

も ちろ ん , 2 つの サイ コロ を 投げ る こと を 一 つの 試行 S と みな 
し , ぐ ⑤ に お ける 36 個 の 根元 事象 [1, 1], [1, 2],。…… [6, 51, 
[6, 6] ([%, 刀 は 大 きい サイ コロ の 目 が Z。 小さ い サ イコ ロ の 
目 が ヶ と な る 事象 ) が ,、 すべ て 同様 に 確か らし いと し て 扱う こと 
も で きる . この と き は 
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zh 5D= 需 


が 直接 得 ら れる . 
上 の 例 で 
ノー“ 大 きい サイ コロ の 目 が 偶数 ” 
デー“ 小さ な サイ コロ の 目 が 4 以下 ”" 
と する と き ,。 上 の 乗法 定理 に より 
上 陣 2 


P(4 か っ =Z(4)・P(⑧ お = メー ベー 


トー 


と 計算 する こと が で きる 。. 

この 場合 も , 上 の 例 の 試行 S ぐ の 根元 事象 の うち , 該当 する 目 の 
貞 凡 が 25 1 12。 2]。 2 8 2 4 1 4 2 …… 5 
[6, 3], [6, 4] の 12 通り で ある こと を 直接 考慮 し て 


P(4 か っ し 


3 
と 扱う こと も 可能 で ある . 


2* 3 つの 独立 な 試行 。 75, 73 の それ ぞ れ に つい て , 事象 4, 
万 ,。C が 起こ る 確率 , すなわち , “4 か つ ぢ か つ C" と いう 事象 の 
確率 は 

(4) か P(8)x7P(O 
で 与え られ る . も っ と 多く の 独立 な 試行 に つい て も 同様 で ある . 


3?* 独立 で な い 事 象 作 , 72 に つい て , 全 で は 事象 4 が , 7: で 事象 
万 が 起こ る と いう 事象 。 すなわち “4 か つ 万 "と いう 事象 の 確率 
を (4)・P( ぢ ) と 計算 する こと は で き な い . この よう な 場合 の 扱 
い に つ いて は 。 「 数 学 B 」 に お ける 条件 付き 確率 ある い は 条件 付 
き 確 率 の 乗法 定理 の 項目 で 学ぶ . 

(先取 り し て ) 簡 単に 方 針 だ け 示 す と , まず 
婦 で 4 が 起 っ た と し た と き , 7 ぅ で の 起こ る 確率 
圭 ア 。( ぢ ) 
を 求め る . そう し て 
P(4 か つ 万 ) テ (4)・ ア ,( ぢ ) 3 の) 
に より 計算 する の で ある . 
た と えば , か .131 頁 の 1" の 場合 に 
4 ノー" 花子 が 空 ク ジ を 引く ” 
ぢ =“ 太郎 が 当り クジ を 引く ” 
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と お け ば , 4 が 起 っ た と き に は , 1 本 の 当り クジ と 8 本 の 空 クジ 
が 残っ て いる . その 中 か ら 太 郎 が 1 本 を 引く の で ある か ら , それ 


が 当り クジ で あ る 確率 は 全 で ある . すなわち 
証 
ア 4( 万 )= 9 ミ 


ーー 方 。P(4) 一 年 で ある か ら ② に より 


7P(4 か っ g)=P(4)x (お 一昔 X す 大 


4 # 万 。 が 独立 で な く て も , 事象 4。 に よっ て は 
P(4 か っ 万 )=P(4)・P) 。 ……… ③ 
が 成り 立つ こと が ある . この と き で も , 2 つの 事象 4, 万 は 独立 
で ある と いう . 
さら に , 一 つの 試行 7 に と も な う 2 つの 事象 4,。 ぢ に つい て も 
が 成り 立つ と き は , 事象 4, は 独立 で ある と いう . 
た と えば , 1 つの サイ コロ を 振る 試行 を と し て , 
4 デー“ 出 た 目 の 数 が 偶数 で ある " 
どー“ 出 た 目 の 数 が 5 以上 で ある ”" 
C=“ 出 た 目 の 数 は 4 以上 で ある ”" 


と お く . この と き 
ん ーー に AO- に お 
iG の の 生ま 
“4 か つ ぢ "=“ 出 た 目 の 数 が 6” 
<*4 か つの "=“ 出 た 目 の 数 が 4 また は 6” 
で ある か ら 
(4 か っ )= そ 。P(4 か っ C)= そ ー テ 
は 直接 に わか る . と ころ が 
P(4)・P(B) ニ メー る 。 (4)・P( の = テテ デオ 


よっ て , 事象 4 と ぢ は 独立 で ある が , 事象 4 と C は 独立 で は な い . 


5* 上 の “4 か つ ぢ "と いう 事象 は 前 節 の 用 語法 に 合せ れ ば 4 と 
の 積 事象 4「 1] お で ある . 試行 人 。 7 が 独立 な と き は , 71 に と も 
な う 任 意 の 事象 4 と 72 に と も な う 任 意 の 事象 と は 独立 で あり , 
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の AG 
(4「]1)= ア (4)・ ア ( ぢ ) 
が 成り 立つ と いう こと が で きる 。 


TI. 重複 試行 (反復 試行 ) の 確率 
1 つの サイ コロ を 3 回 投げ る と き の よ うに , 同じ 試行 を く 
り 返 し て 行う こと を , 一 つの 試行 と みな し , も と の 試行 の 重 
複 試行 と いう . も と の 試行 を 7,。 くり か えす 回 数 を ヵ と する 
と き , この 重複 試行 の 各回 の (7 と 同じ も の で ある が ) 試 行 を 
4 75, ブー の PD だ で 表せ ば , バカ, 75。 os ぅ 7 は 独立 で あ 
る . 
1 回 の 試行 で . あ る 事象 4 に 着目 し , それ が 起 る 確率 を ヵ と 
する . この と き , z 回 の 試行 の 間 , 4 ば か り が 起こ る 確率 は 乗 
法定 理 に よっ て 


(4 ば か り z 回 起こ る ) テ ア (4)x ア (4)X…… メア (4) 
2 個 


で ある 。. 
いま , 事象 お を 4 の 余 事 象 と すれ ば 
ア ( 万 ) ニ ア (.4 が 起こ らち な い ) ニ 1 一 ヵ 
I で ある 。 1 ユニカ を の と お く 。 うな お ち 
(万 ) ニ g ( ヵ 十 91) 
さて ,。 z 回 の 試行 の うち , 4 が 2 回 起こ り , 及 が ヵ z 一 2 回 起 
こる と いう 事象 を 。 と お いて ,。 その 確率 を 求め よう . 
まず , 4 の 起こ る の が 1 回 目 と 2 回 目 で ある と 指定 され た 
場合 を 考え よう . そう する と ヶ z 回 の 試行 が 


と いう 結果 が 得 ら れる の で ある か ら , その 確率 は 


の メカ XX の XX……・ xg デ が? 
z 一 2 個 


で ある . 
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同様 に 4 が 1 回目 と 3 回 目 に 起こ り , 他 は ぢ だ けが 起こ る 
と 指定 され た 場合 の 確率 も 


の カ X の 9 メカ X の ……… ーー 
2 一 3 個 


と 計算 され る . 
4 が 起こ る 2 回 を 指定 する 指定 の 仕方 は zCz 通り だ け あ る . 
その それ ぞ れ に つい て , 起こ る 確率 が ゲ が 2"“ で ある か ら , これ 
ら を 合せ て (4 が 起こ る 回 目 の 指定 が ち が え ば 排 反 で ある こ 
と に 注意 ), 
(>) デニ xC。 が の 
が 得 ら れる . 
同じ 推論 に より , 次 の 重複 試行 の 確率 が 得 ら れる . 


[定理 ] 1 回 の 試行 で 事象 4 の 起こ る 確率 が の で ある と 
する . この と き , 2z 回 の 重複 試行 に お いて 4 が ちょ うど 
ヶ 回 起こ る 確率 は 


の (2 の 6 (た だ だ し 97 デ 1 一 か 
で ある . ここ に ヶ z は 自然 数 , ヶ は 0 ミ Z ミ z を 満た す 整 
数 で ある . 


[ 例 ] サイ コロ を 6 回 振る と き , 偶数 の 目 が ちょ うど 3 回 だ 
け 出 る 確率 は 
'( 要 癌 5 


1 \8 LN 
Csx() x(3) ー20 メ ター 
2 


再度 確認 する が , ここ で 問題 と し て いる の は , 「 6 回 中 3 
回 だ け 偶 数 の 目 が 出る 」 (残り 3 回 は 奇数 の 目 が 出る ) と い 
う 確 率 で あり , 偶数 の 目 が いつ 出る か は 問う て いな い . し た 
が っ て , 「 6 回 の うち , 偶数 の 目 が 出る 3 回 を 選ぶ 組合 せ の 
数 」ー。C。 が 初め に か か る の で ある . 
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A ム 5 期待 値 (期待 金額 )|) 


いま , 10 本 の うち 2 本 の 当り クジ が 入っ て いる クジ が あり , 当 
り ク ジ を 引く と 500 円 , は ずれ クジ を 引く と 100 円 の 貸金 が も 
ら め 入 当る 29 る 

この と き の 人 賞金 の 総額 は 500X2 十 100X8 三 1800 円 , し た が っ 


て , 1 本 当り の 賞金 は 9 10 円 で 。 こ れ は 


R _ 500X2 十 100X8_ 2 9 
1 本 当り の 賞金 = 10 =500x†100x 二 
三 (当り の 賞金 )X( 当 り の 確率 ) 
十 ( は ずれ の 賞金 )X( は ずれ の 確率 ) 


と し て 求め る こと が で きる . この 180 円 は 。 こ の クジ を 1 本 引く 
と いう 試行 を 行う と き , 平均 し て 1 回 の 試行 で 期待 で きる 賞金 
の 額 に 相当 し て いる の で ,。 賞金 の 期待 値 と いう . 

一 般 に , ある 試行 に お いて , 変数 が ヵ 。 sz。…… 2 の iA お 
れ か の 値 と な り , ヵ 」 と な る 確率 が カ , zz と な る 確率 が あ 。 …… 5 
zz と な る 確率 が ヵ , で ある 場合 

72 三 mm か 十 7 が 十 OO 十 ?z カ , 
の こと を ズ の 期待 値 と いう . と くに , が 人 金額 の と き 期 待 金 
額 と いう . 
1" [ 例 ] 1 つの サイ コロ を ふる と き 出 る 目 の 期 待 値 は , 出る 目 は 
1, 2。3。4。 5, 6 の いずれ か で , その うち の 1 つ に な る 確率 は ど 
れ も 1/6 で ある か ら , 
1 1 


の 1 1 1 1 
出る 目 の 期待 値 ニ 1※ 6 「2X 6 「3X 6 「4X 6 十 5X 6 十 6※ 6 


2* 賞金 の 期待 値 が 180 円 の くじ を 1 本 引く に は , 対価 と し て 180 
円 支払 う の が 公平 と 考え られ る . 
そこ と で, 2 円 払っ て “宝くじ ” を 買う と き , これ が “ 得 か 損 か " 
を 考え る に は , 宝くじ の 賞金 の 期待 値 ? 円 を 計算 し て , 2, の 大 
小 を 比較 し , 
「 ゥ >Z な ら 買 う の が 得 。 5 く 2 な ら 買 う の が 損 」 と 結論 する 
と と に な る 。. 
ーーA4 お わり ーー 一 


大 , 小 2 個 の サイ コロ を 投げ た と き , 出 た 目 の 和 が 2 と な 
る 確率 , 5 と な る 確率 , 9 と な る 確率 を それ ぞ れ 求め よ . 


[アプ ロー チ > 根元 事象 が 何で ある か , 出 た 目 の 和 が 2 と な る 事象 が い 
か な る 根元 事象 の 集まり で ある か , を 調べ ます . 


履 罰 大 , 小 の サイ コロ の 目 の 出 方 は それ ぞ れ 6 通 
り ず つ あ る か ら 。 2 個 の サイ コロ の 目 の 出 方 は 
6X6 三 36 通り 
で あり , これ ら の 出 方 は すべ て 同様 に 確か らし い . 
こと の うち , 目 の 和 が 2 と な る の は ,。 大 , 小 の 目 が 
と も に 1 と な る 1 通り で ある . よっ て , 求める 確率 は 
還 
36 
で ある . 
また , 目 の 和 が 5 と な る の は , 大 , 小 の 目 が それ 
ぞ れ (1, 4, (2, 3), (3。2), (4, 1) と な る 4 通り で 
ある . よっ て , 求め る 確率 は 
鐘 詞 山 


36 9 


で ある . 

目 の 和 が 9 と な る の は , 大 , 小 の 目 が それ ぞ れ 
(3 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3) と な る 4 通り で あ 
る . よっ て , 求め る 確率 は 

4 _ 1 


36 9 
で ある . 


[ 注 ] 和 が 5 と な る 確率 と 。 和 が 9 と な る 確率 が 一 致し た が , これ は 
次 の よう に 説明 で きる . 

大 , 小 の 目 (,。 (た だ し 1 ミ ? ミ 6, 1 ミ 7 ミ 6) に 対し て , (7 一 7 一 
と いう 目 の 組 を 対応 きせ る こと に すれ ば , 特に , 和 が 5 と な る 目 の 組 
の 集合 と , 和 が 9 と な る 目 の 組 の 集合 と の 間 に は 1 対 1 対応 が で きる . 
よっ て , それ ぞ れ の 集合 の 要素 の 個数 つま り 目 の 出 方 の 個数 は 等 し い . 
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BB 40 どら ーー 

袋 の 中 に 赤玉 5 個 , 白玉 4 個 が 入っ て いる . この 袋 の 中 か 

ら 3 個 の 球 を 取り 出す と き , 次 の 確率 を 求め よ . 

1) 取り 出さ れ た 3 球 が すべ て 赤玉 で ある . 

(2) 取り 出さ れ た 3 球 に は 赤玉 , 白玉 の いずれ も 含ま れ 
て いる 。. 

(3) 取り 出さ れ た 3 球 が すべ て 白玉 で ある . 


[アブ プ ローチ) 球 は 同色 の も の で も 区 別 が ある ,。 と 考え ます 。 


了 国 9 個 の 球 か ら 3 個 と り 出 す 場 合 の 数 は , 
9Ca 三 84 通り あり , これ ら は すべ て 同様 に 確か らし 諸 ア プロ ー チ 
い 。 
(1) 赤玉 5 個 か ら 3 個 を 取り 出す 場合 の 数 は 
sa10 通り で ある か ら , 求め る 確率 は 
== UO 5 


8@ 生 MSAII42 
で ある . 


(2) 赤玉 , 白玉 の いずれ も 含ま れる の は , 次 の 2 
つの 場合 に 分 けら れる . 
(1) 赤玉 2 個 , 白玉 1 個 で ある 場合 
⑪ 赤玉 1 個 , 白玉 2 個 で ある 場合 
⑪) の 場合 は sCs4C ュ 40 通り , 
(⑪ の 場合 は sCi・4Cs 三 30 通り ある . 
よっ て , 求め る 確率 は 


40+30 5 
Be 6 


で ある 。. 


( 3 ) 取り 出さ れ た 3 球 に 赤玉 が 含ま れ て いる 確率 
は , (1), (2) の 結果 より 


5 」5 20 
2 市 2 山 
よっ て , 赤玉 が 1 つも 含ま れ て いな い , すなわち (1) と 同様 に 
すべ て 白玉 で ある 確率 は NG 
語 20 請 還 旧 < 0 和 2 
4 暫 議 | _ と 求め る こと も 


で ある . 出来 る . 


72 の 3$4 確 率 


. 408 ーー ビビ -…r ビ ーー 
正四 面体 ABCD の 1 つの 頂点 に ある 動 点 P は , 等 確率 
1/3 で 他 の 3 つの 頂点 の いずれ か に 移動 する も の と する . 
(1) 頂点 A か ら 出 発し た P が 3 回 目 の 移動 で A に 戻る 確 
率 を 求め よ . 
(2) 頂点 A か ら 出 発し た P が 頂点 B を ちょ うど 1 回 通っ 
て 4 回 目 の 移動 で へ に 戻る 確率 を 求め よ . 


陸 還 (1) 3 回 目 に A に 戻る た め に は 2 回目 に は 
A 以 外 の 頂点 B,、C,。 D の いずれ か に いな けれ ば な 
ら な い .1 回 目 で 移っ た 頂点 (B,。C, D の いずれ か ) 
B, C, D の うち , - か ら , 2 回目 で B, C,。 D の いずれ か に 移る 確率 は 
た と えば B か ら 。 1 1 2 5 は 
移 れる 頂点 は C 世間 Ci で あり , そこ か ら 3 回 目 に A に 移る 確 
1] 細 証 2 


と D の 2 つっ. 率 は 合 で ある . よっ て , 求め る 確率 は 信 X っ す 9 


(2) 何 回 目 に 頂点 B を 通る か で 分 類する . 

1 回 目 に B を 通る 場合 : 2 回 目 で A に 戻る か 否 か で 
さら に 分 類する . 2 回 目 に A に 戻る 場合 , 3 回 目 に は 
C, D の いずれ か に 移り , そこ か ら も う 一 度 A に 戻 


SU 2 
る の で , 確率 は 3 すす ar で ちあ る. B の 


次 に A に 戻ら ず C,。 D の いずれ か に 移る 場合 , 3 回 
目 に は , C, D の うち の も う 片 方 に 移り , そこ か ら 4 


Ap 確 素 は 上 xy2 ッ ユエ 1 2 
回 目 に A に 戻る の で 確率 は に 選 人 了 GOR 了 3 81 
で ある . 以上 より B を 通る の が 1 回 目 の 確 率 は 
2 は ma 
Ss1「s1 81 で ある . 


2 回 目 で B を 通る 場合 : 1 回 目 と 3 回 目 に それぞれ 
C, D の いずれ か を 通っ て , 4 回 目 に A に 戻る の で 確 
逐 の の の 肌 ) 証 財 

率 は (人 X す )*( す メ す リー 記 で ある. 

3 回 目 で B を 通る 場合 : この 場合 は 1 回 目 で B を 通 
る 道筋 の 送 を た どる の で , 確率 は 1 回 目 と 同じ く 


生 で ある . 以上 より , 求め る 確率 は 


し ik 
81's1'asl 27 


で ある . 
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A か ら F ま で の 英字 が 1 つ ず つ 記 し て ある 6 枚 の カー ド 


を よく 混ぜ て , 左 か ら 1 列 に 並べ る と き ,。 A が B よ り 左 に , 
か つ B が C よ り 左 に ある 確率 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 条件 を 満た す 並 べ 方 の 個数 を 数 を え 上げる こと に よっ て 
確率 を 求め る 方 法 が 基本 的 で す . し か し 別 解 の アプ ロー チ を と る と , 
な ぜ こ の 値 が 答 と し て 出 て くる か ,。 より は っ きり し ます . 


了 牙 還 条件 を みた す カ ー ド の 並べ 方 は , D, E, F の 
入れ る 場所 を 指定 すれ ば 決ま る . (な ぜ な ら , 残り の 
3 ヶ所 に A, B, C を 入れ る 方 法 は 1 通り だ か ら .) 国 左 か ら A, B, C 
よっ て その 並べ 方 の 個数 は 。P。( 通 り ) ある . と 入れ る . 
条件 を 考え な い 一 般 の カー ド の 並べ 方 は 。Pe( 通 り ) 
ある か ら , 求め る 確率 は 

eP。 6・5・4_1 1 

GU 還 tBI 馬 6 


で ある . 


E, F, G の 入る 所 が 決ま る と , 残り の 3 ヶ所 
に A,B, C を 入れ る 方 法 は 3! 通り あり , その う 
ち , 条件 を みた す の は 左 か ら ABC と な る 1 通り で 
ある . よっ て , 求め る 確率 は 

1 吉 | 


3! 6 


[ 注 ] 別 解 に つい て , あく まで 確率 の 定義 に 基づく な ら ば , E, F, G 
の 入る 所 の 選び 方 の 個数 を と する と , 
カー ド の 並べ 方 の 総数 ー3! 
条件 を 満た す 並 べ 方 の 数 1・ 
ゆり 
UNY  1 
3IW 6 
と いう 説明 に な ろう (を 具体 的 に 求め る 必要 が な い ). 上 で は , 簡潔 
な 表現 を 良し と し た の で ある . 


1 回 の 試行 に お いて 起こ る 事象 が あり 。 ア (ニュ 


Pf) 一 P( ど U 戸 ) ニ の と き , 次 の 値 を 求め よ . 
0 CU) 。 (2 ACE) 。 8) RgU 


問題 に 出 て くる 万 U 刀 , 万 風 戸 。 ど 中 戸 ,」 戸 U り 戸 が 下 の 
図 に お いて どの 部 分 に あたる 事象 な の か は っ きり させ て か ら 公 式 
(A4.3 II) を 用 いれ ば , 混乱 し ませ ん . 


万 


匿 還 (1) /(E7) 
ー ア (万 ) 十 ア (が )ー ア (どり 7) 
1 5 


MULE 9 り 

3 ご 妥 更 260(。 

ド ・ モ ル ガ ン の 区 ( 2 ) 万 員 戸 ニ 選 U 厚 で ある か ら 

法則 (万 太 ソ ニア (万 U り 7) 

余 事 象 の 確率 双 一 方 。 P(U 刀 ) ニ ュー ア (万 U 万 ) 
だ か ら 


(だ お ニュ ーP(EU が ニュ ー そ ーー エ 


( 3 ) が =( 戸 )U( ど お 太 呈 と 万 
で ある か ら 
万 り ど デー 万 U( ぢ 衝 ) 
で ある . 
(だ 戸 の こ ぢ ど テ の 
に 注意 すれ ば (2) の 結果 を 用 いて 
ア ( 万 U 戸 ) ニ ア ( 太 ) 十 ア ( ど 衝 戸 ) 


二 UMNNー 
も 0 ウ 


と な る . 
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5 人 で 1 回 ジャ ン ケ ン を する と き , 次 の 確率 を それ ぞ れ 


求め よ . 
(1) 1 人 だ け 勝 つ (2 アイ ヨ ( だ な る 、 


[| アプローチ 5 人 の ジャ ン ケ ン の 出し 方 の 総数 と , 条件 を みた す 出 し 
方 の 場合 の 数 を 数 えま す . (2) で は , 余 事象 を 考え た ほう が 楽 で す . 


了 還 ジャ ン ケ ン の 出し 方 は グー・ チ ョ キ ・ パ ー の 
3 通り ある か ら , 5 人 で は , その 出し 方 の 総数 は 
3 三 243 通り と な る . これ ら の 起こ り 方 は すべ て 同 
様 に 確か らし い . 


( 1 ) 5 人 の うち 誰が 勝つ か に 関し て 5 通り , 
勝つ 人 の ジャ ン ケ ン の 出し 方 に 関し て 3 通り 
あり , この と き 負 ける 4 人 の 出し 方 は 1 通り に 決ま 講 た と えば , 勝つ 
る . よっ て , 1 人 だ けが 勝つ 場合 は 5X315 通り 人 が グー を 出す 


と な る の で , 求め る 確率 は な ら , 他 の 人 は 
5 剛 チョ キ を 出す こ 
243 81 と に な る 。. 

で ある 。. 


(2) 余 事象 「 勝 つ 人 が いる 」 の 起こ る 場合 の 数 を 
求め る . 

ジャ ン ケ ン で 勝つ 人 と 負け る 人 に 分 か れる の は , 
グー, チョ キ , パー の うち の ちょ うど 2 種 が 現れ る 
場合 で ある . 

グー と パー が 現れ る の は , 5 人 が と も に グー, パ 
ー の いずれ か を 出す 場合 か ら 。 5 人 全員 が グー だ け , 
パー だ け の 場合 を 除い た 25 一 2 三 30 通り ある . 
パー と チョ キ , チョ キ と グー が 現れ る 場合 も 同じ 
で ある . よっ て 「 勝 つ 人 が いる 」 場 合 の 数 は 3x30 
三 90 通り で あり ,「 ア イコ と な る 」 場 合 の 数 は 
243 一 90 三 153 通り と な る . ゆえに, 求め る 確率 は 


159 7 
248 ニ 27 


で ある . 


722 8$4 確 


昌 :40 ン ーー 琴 ーー 

1 つの 袋 に 赤 球 ・ 青 球 ・ 白 球 が それ ぞ れ 2 個 ず つ 入 っ て い 
る . この 袋 か ら , 球 を 1 つ ず つ 取 り 出 す . た だ し , 取り 出し 
た 球 は 戻 き ない も の と する . ヵ テ 1。 2 …… 86 人 ME 対 し て ん 
個 球 を 取り 出し た と ころ で 初め て すべ て の 色 が そろ う 確 率 
ア , を 求め よ . 


率 


sl 


アプ ロー チ > 初め て すべ て の 色 が そろ うこ と が ある の は 何 回 目 で し 


ょ うか . ここ を 押さ えれ ば 議論 が ラク で し ょ う . 


球 は 同色 で あっ 


て も 区 別して 考 
えて いる . 


1 個 目 と 2 個 目 


を 同じ 色 と す る 
な ら , 2 個 目 に 
取り 出す 球 は 1 
個 目 の 球 に よっ 
て 自動 的 に きま 
る . 


か 十 が 十 が 十 妨 


十 が 十 が 1 


交 


散 還 まず , 1 個 , また は 2 個 球 を と り 出し た と こ 
ろ で すべ て の 色 が そろ うこ と は な いか ら , 性 乃 = 
0 で ある . また , 5 個 球 を 取り 出し た と き に は す で 
に すべ て の 色 が そろ っ て いる か ら ,。 6 個 目 で 初め て 
すべ て の 色 が そろ うと いう こと は あり えな い . 
すなわち , 用 三 0 で ある . 

3 個 目 で 初め て すべ て の 色 が そろ う 取 り 出 し 方 は , 
1 個 目 は 6 つの 球 か ら 選 び , 2 個 目 は 1 個 目 の 球 と 
異な る 色 の 残り 球 4 つか ら 選 び , 3 個 目 は 1 個 目 2 
個 目 と 異な る 色 の 残り 球 2 つか ら 選 ぶ の で , 

6・4・2 通り ある . 3 個 球 を 取り 出す 方 法 は 


6 OO の 
6・5・4 通り ある の で , カー ニモ スー で ある . 


4 個 目 で 初め て すべ て の 色 が そろ うと き , 同じ 色 
の 球 を 取り だ す の は , 1 個 目 と 2 個 目 , 1 個 目 と 3 個 
目 , 2 個 目 と 3 個 目 の 3 つの 場合 が ある . それ ぞ れ 
の 場合 に お いて , 球 の 取り 出し 方 は , 3 個 目 で 初め 
て すべ て の 色 が そろ う 取 り 出 し 方 と 1 対 1 に 対応 し 
て いる . よっ て , 4 個 目 で 初め て すべ て の 色 が そろ 
う 取 り 出 し 方 は 3・(6・4・2) 通り ある . 4 個 球 を 取り 
出す 方 法 は 6・5・4・3 通り ある の で , 


_3.6・42_ 2 
2 に Be 

で ある . 残り の 場合 は 5 個 目 で 初め て 色 が そろ う 場 

合 で ある か ら , 且 ニ ュー 人 を 人 そ 一 で ある . 


よっ て 妃乃 モバ パテ 0,。 肪 三 万 三 PD 
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1 個 の サイ コロ を 5 回 投げ る と き , 1 の 目 が 少な く と も 1 


回 出る 確率 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 余 事象 の 確率 を 求め ます . 


了 還 事象 「1 の 目 が 少な く と も 1 回 出る 」 の 余 事 
象 は 「 毎 回 1 の 目 以外 が 出る 」 で ある . サイ コロ を 
5 回 投げ る と き の 目 の 出 方 は 6* 通 りあ り , その う 
ち , この 余 事象 が 起き る の は , 5* 通 りあ る . 

よっ て , その 確率 は 


5? SN 
で ー(6/ 』 当然 , ヵ 132 の 
で ある . し た が っ て 。 求め る 確率 は 独立 試行 の 乗法 
5 \5 定理 を 用 いて 右 
1ー() 辺 を 導く こと も 
で ある 。. 出来 る . 


[ 注 ] 因数 分 解 の 公 
1 一 *ー(1 一 >)(1 二 ァ 二 z* 十 < 十 ? う 9 
に 従っ て , 上 の 答 を 


4 3 2 1 
(る (は ) (る) すり 
と 書き あら わし て みる . この 式 は どの よう に 解釈 で きる だ ろう か . 

1 の 目 が 少な く と も 1 回 出る 5 回 の サイ コロ 投げ を , 1 の 目 が 最初 
に 出る の が 何 回 目 か で 分 類する . する と , 1 ミ ? ミ 5 な る ? に 対し , 「? 
番目 に 初め て 1 が 出る 」 と いう 事象 は ,「 1 番目 に 1 以外 が 出る 」「 2 
番目 に 1 以外 が 出る 」 …… 「(⑫2 一 1 番目 に 1 以外 が 出る 」「? 番目 に 
1 が 出る 」 と いう ? 個 の 事象 の 積 事象 で ある . ここ で , 「 1 回 目 に サイ 
コロ を 投げ る 」「 2 回 目 に サイ コロ を 投げ る 」…… 「5 回 目 に サイ コロ 
を 投げ る 」 を それ ぞ れ 試行 と みた と きこ れ ら が 独立 で ある こと か ら , 
この 積 事象 の 確率 は 


(2 一 1) 個 
と 積 の 形 に 表 さ れる . (独立 試行 の 乗法 定理 ヵ 132) これ を 7 が 1 か ら 
5 まで 足し 上 げた も の が 上 の 式 で ある . 


72 個 の サイ コロ を 同時 に 振る . この よう な こと を ヶ z 回 繰 


り 返 す と き ,。 次 の 確率 を 求め よ . 
(1) 毎回 少なく と も 1 個 の サイ コロ に 1 の 目 が 出る 確率 、 
少な く と も 1 回 ,。 すべ て の サイ コロ に 1 の 目 が 出る 確率 . 


| アプ ロー チ > zz 個 の サイ コロ を 同時 に 振っ た と き ,「 少 な く と も 1 個 
の サイ コロ に 1 の 目 が 出る 」 事象 を ,「 す べ て の サイ コロ に 1 の 目 
が 出る 」 事象 を 戸 と お く と, 

(1) で は , z 回 の 試行 で が 毎回 起こ る 確率 を , (2) で は , z 回 の 試行 で 
が 少な く と も 1 回 起こ る 確率 を 求め る こと に な り ま す . 


各回 の 試行 は 独 
立 で ある . 


な の 起こ り 方 は 。 
1 通り. 


(1 ) 1 回 の 試行 に お いて 事象 「 少 な く と も 
1 個 の サイ コロ に 1 の 目 が 出る 」 を と お く と 。,。 余 
事象 は 「 全 部 の サイ コロ に 1 以外 の 目 が 出る 」 と 
な る . 

7 個 の サイ コロ を 投げ る と き 目 の 出 方 は 6 通り , 
また 万 の 起こ り 方 は 5” 通り で ある か ら , 

P(5)= ニ ューP( ぢ お) ニュー 

よっ て , z 回 の 試行 で , 万 が 毎回 起こ る 確率 は 


enc6- 


( 2 ) 1 回 の 試行 に お いて 事象 「 す べ て の サイ コロ 
に 1 の 目 が 出る 」 を 戸 と お く と, 
(で)ー 評 で ある . 
2 回 の 試行 に お いて 
事象 4「 少 な く と も 1 回 戸 が 起き る 」 
と 定め る と , 余 事象 4 は 「1 回 も が 起き な い 」 す 
な わ ち 「 毎 回 が が 起こ る 」 と な り 
P(4)=(P( 太 ))" 
(Ga 
(が) ニ 1ーP(f) ニ ュー- 計 。 P(4)= ニ 1 ユーP(4) 
で ある こと か ら , 求め る 確率 は 
1 


(4)=1ーP(4)=1ー(P( が )" ニ ュー ロー 
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Z 個 の サイ コロ を 同時 に 投げ る と き , 次 の 確率 を 求め よ . 


1) 出る 目 の 最大 値 が 5 で ある . 
(2) 出る 目 の 最大 値 が 5, 最小 値 が 1 で ある . 


[アプ ロー チ > 「 出 る 目 の 最 大 値 が 5 で ある 」 と は 「 出 る 目 は すべ て 5 
以下 で , 少な く と も 一 つの 目 は 5 で ある 」 と いう こと で す . 


了 較 ヵ 個 の サイ コロ を 同時 に 投げ る と き , 目 の 出 
方 は 6" 通り あり , これ ら は すべ て 同様 に 確か らし い . 


(1) 事象 4「 出 る 目 が すべ て 5 以下 で ある 」 
事象 「 出 る 目 が すべ て 4 以下 で ある 」 
事象 万 「 出 る 目 の 最大 値 が 5 で ある 」 

と お く と ,。 万 4 お で ある 。. 

4 の 起こ り 方 は , 1 個 の サイ コロ の 目 に つい て 5 

以下 の 目 は 1, 2, 3, 4。 5 の 5 通り ある か ら , 57 通 

りあ る . 同様 に , 万 の 起こ り 方 は 4" 通 りあ る . 


4 つ 刀 で ある か ら 
ア (=P(4n ぢ お =P(4) 一 P( お ) 
EN 
人 962 。 


(2) 事象 C「 出 る 目 が すべ て 2 以上 で ある 」 
事象 カ 「 出 る 目 が すべ て 2 以上 で , それ ら の 
最大 値 が 5 で ある 」 
事象 「 最 大 値 が 5, 最小 値 が 1 で ある 」 
と お く と アア (の )=P(4nO) 一 P( ぢ gn の ) 
ア ( 太 ) テ ア ( ど ) 一 (の ) 
で ある , . ご 記 で 
4TC「 出 る 目 は 2 以上 , 5 以下 」 は 4 通り, 
ぢ 各 C「 出 る 目 は 2 以上 , 4 以下 」 は 3? 通り , 
波間 C 
P( が = ア (PC4nO) 二 P( ぢ ロ C) 
2 
ー の の の 「 で が 
2 』 : 
[ 注 ] 右 下 の よ うな 図 を 描い て 。 どの よう な 計算 を すべ きか 考え る . 


クラ ス に z 人 の 生徒 が いる . 同じ 月 に 生ま れ た 2 人 が い 


る 確率 が 2 以上 で ある の は , zz が どの よう な 範囲 の と きか .。 
( 1 年 の どの 月 に 生ま れ た か は 同様 に 確か らし いと する .) 


[アプ ロー チ > 余 事 象 に 注目 すべ き で す . 


「 同 じ 月 に 生ま れ た 2 人 が いる 」 の 余 事象 「 全 
員 の 誕生 月 が 互い に 異な る 」 を 調べ る . z ミ 12 と し 
て 生徒 に 1 から ヵ ま で の 番号 を 順に 振る . 可能 な 誕 
生 月 の 組合 せ は 12” 通り ある . その うち 互い に 異な 
る 誕生 月 の 組合 せ は , [1| か ら [7| ま で の 誕生 月 の 組 
樹 形 図 を 考え る 計 合せ が 決ま っ た 時 の 誕生 月 の 可能 性 が 
の も よい . 12 一 2 通り ある こと より , 
12・11……(12 一 ( ヵ ー1)} 通り 
途中 の 計算 を 省 ) ある . よっ て , 誕生 月 が 互い に 異な る 確率 は 


いた . ( 災 ) が , み 7 12.11……12 一 (0) 12! ( ぁ ) 
が 増え る ご と に 12・12………12 12712 一 の ! 
減少 する 。 と い の 
9 > と な る . ( 文 ) が 一 未 満 と な る を 求め る と 
う 事 実に 注目 す () 2 
る . 77 三 5 7 の 


[ 注 ] ( 丸 ) の 式 は , (分 母 分 子 間 の 線 を 区 切る と ) 1| か ら |[ | まで の 誕 
生 月 が 互い に 異な っ て いた と き , | ? 十 1 | の 誕生 月 が それ ら の どれ と も 


異な る 確率 は 写 う で ある 」 と いう 事実 に 基づい た 解釈 が 可能 で ある 


(条件 付 確率 )、 注意 し て お く と , 試行 7 中 1| か ら |7| ま で の 誕生 月 を 調 
べ る 」 と , 試行 7? | 7 十 1 | の 誕生 月 を 調べ る 」 は 互い に 独立 な 試行 で 
ある が , 事象 [1| か ら [ 7 十 1 まで の 誕生 月 が 異な る 」 が , 試行 。 7 
それ ぞ れ の ある 事象 の 積 事 象 と し て 表 さ れる わけ で は な い . た と えば 
事象 4 「[1| か ら |[? | まで 互い に 異な る 」 と 事象 | ? 十 1 | は |1| か ら [7| ま 
で の どれ と も 異な る 」 の 積 事象 で ある が , 事象 は , 試行 7 の 事象 と 
みな すこ と は で き な い . 


( ヵ 三 2) 2] の 誕生 月 有 b 
1 斜線 部 は A の 形 を し 
の て いな い 
誕 B 
生 
月 (6 
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サイ コロ を 6 回 振る と き , 3 の 倍数 の 目 が ちょ うど 2 回 出 
る 確率 を 求め よ . 


1 


[アプ ロー チ > 1 回 の 試行 に お いて 事象 が お こる 確率 が つね に ヵ で 

ある と き , z 回 の 試行 の うち , 事象 が ちょ うど ヶ 回 起こ る 確率 は 
ぇ つの が (1 の 計 ? 

と な り ま す ( 重 複 試行 の 確率 )、 この 公式 を , 具体 例 に 沿っ て 導き まし 

2 

散財 3 の 倍数 の 目 は 3, 6 の 2 通り だ か ら 。 

サイ コロ を 1 回 振る と き 3 の 倍数 の 目 が 出る 確率 は 


で ある 。. 
サイ コロ を 6 回 振る と き , た と えば 2 回目 と 5 回 
目 に 3 の 倍数 が 出 て ,。 それ 以外 で は 3 の 倍数 以外 の 
目 が 出る 確率 は , 独立 試行 に 関す る 乗法 定理 より , 
2 4 
すす すす を (が 人 0 
と な る . 
一 般 に , 1 ミ ? キ 7 ミ 6 な る 7?, 7 に 対し , 3 の 倍数 の 
目 が ちょ うど 7? 回 目 と 7 回 目 に 出る 確率 は , 


で ある . 
さて ,「3 の 倍数 の 目 が ちょ うど 2 回 出る 」 の は 3 
の 倍数 が 何 回 目 に 出る か に よっ て , 。C。 通り ある 。. 
これ ら は すべ て 排 反 で ある か ら , 求め る 確率 は 
1Y72Y_80 
4 ) (は ) = 


と な る 。 


円 周 を 6 等 分 する 点 を 時 計 ま わり の 順に A, B,。C, D, 
E, F と し , 点 A を 出発 点 と し て 小石 を お く ,。 コイ ン を 投げ 
て 表 が 出 た と き は 2, 裏 が 出 た と き は 1 だ け 小 石 を 時 計 ま わ 
り に 分 点 上 を 進め る ゲー ム を 続け , 最初 に 点 人 に ちょ うど 
戻っ た と き を 上 が り と する . 

(1) ちょ うど 1 周 し て 上 が る 確率 を 求め よ . 
(2) ちょ うど 2 周 し て 上 が る 確率 を 求め よ . 


[アプ ロー チラ 「 ち ょ うど 2 周 し て 上 が る 」 と いう こと は 1 周 目 は A を 
通過 し て 「2 周 目 に A に 戻る 」 と いう こと で す 。 


散 還 (1) ちょ うど 6 だ け 進 む の は , 
① 最初 の 3 回 で 表 3 回 
② 最初 の 4 回 で 表 2 回 裏 2 回 
⑬ 最初 の 5 回 で 表 1 回 裏 4 回 
④ 最初 の 6 回 で 裏 6 回 
の いずれ か を 出す と き で ある . 
① の 確率 =( 訪 ) @ の 確率 =C( テ ) 


③ の 確率 =。C()  ⑥ の 確率 =( テ ) 
①②, ⑨ ④『 ょ り 求め る 確率 は oo 
RS 150 1 +G() (3) 
ー( 訪 )@+6.2+5.2+1= 直 = 角 
( 2 ) 点 A 人 に 戻っ て も コイ ン を 投げ つづ ける と する 
と , ちょ うど 12 進む た め に は , 最初 の (&/) 回 で 
表 を 回 裏 7 回 出さ な けれ ば な ら な い . た だ し , 
(ゐる の (6, 0), (5, 2), (4 4) 
(93 導 69 引 28)I( 届 10) 志 (0 員 2) 
これ も 排 反 事象 返 で ある . それ ぞ れ の 場合 の 確率 を 計算 し て 足し 上 げ 


の 和 の 確率 る と は ほ ) rex( 2 ) 1 iC(( 5 )+acx( う ) 


mee = は 3) em 
8 と の うち 途中 ちょ うど 1 周 し て 12 進む 確率 は (1) よ 
な ぜ ( 計 と り ( 褒 で あぁ る. よっ て , 求め る 確率 は 


いえ る の で し ょ 1 \2 43YY_ NN _ 441 
うか ? 3) Se 若 凡 982 王 504s . 
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袋 の 中 に 赤玉 6 個 と 白玉 4 個 が 入っ て いる . この 袋 か ら 


3 個 を 取り 出す と き , その うち の 赤玉 の 個数 の 期待 値 , 白玉 
の 個数 の 期待 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チア どちら の 期待 値 も 定義 に し た が っ て 同様 に 求め る こと 
が 出来 ます が , 一 方 か ら 他 方 を 導く こと も 出来 ます . 


取り 出し た 3 個 の 玉 の うち , 赤玉 が 
を 個 (0 ミ を ミ 3) で ある 確率 を ア , で 表す . 

10 個 の 玉 か ら 3 個 の 玉 を 取り 出す 場合 の 数 は 
r0Cs 三 120 通り ある か ら 


_sCo4Cs_ 4 eCrx4Cz_ 36 
人 6ーー120 120” 8 120 120 

eC。 っ C ュ 60 eCs・4Co 200 
ーー]20 120 7 120 120 


と な る . よっ て , 赤玉 の 個数 の 期待 値 は 
0・ 旧 二 1・ 万 十 2・ 懇 十 3・ 万 


4 36 ,。60 ,。20 
20 「 1 120 「 7 150 「 "350 


0 


9 
ーー1.8 ( 個 ) 


で ある . 

一 方 , 取り 出し た 3 個 の 玉 の うち , 白 球 が ん 個 で 
ある 確率 は 肪 -。 で ある . よっ て , 白玉 の 個数 の 期待 
値 は 

0・ 玉 十 1・ 肪 十 2・ 用 十 3・ 員 
三 (3 一 3)・ 朋 十 (3 一 2)・ 肪 十 (3-1)・ 有 十 (3 0)・ 瓦 
三 3( 乃 十 乃 二戸 十 乃 ) 一 (0・ 及 十 1・ 用 十 2・ 用 十 3・ 有 ) 
3 一 1.8 
1.2 ( 個 ) 

で ある . 


[ 注 ] (白玉 の 個数 の 期待 値 ) 一 3 一 (赤玉 の 個数 の 期待 値 ) 
は , 当然 の 結果 で ある が , その 「 当 然 」 の ゆえ ん を 上 の 計算 で 見 て 取 
る こと が で きる . 


1 か ら 9 まで の 数 字 に 対し , その 数 字 を 書い た カー ド が 
1 枚 ず つ あ る . この 中 か ら 7 枚 の カー ド を 取り 出し , その う 


ち で 最も 大 きい 数 を XX と お く . 
(1) メー8 と な る 確率 を 求め よ . 
(2) X え の 期待 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (2) X の 取り うる 値 は どの よう な も の で し ょ うか . 


了 還 (1) Xー8 と な る の は 最大 の 数 が 8 で 。 そ 
れ 以外 の カー ド の 数 は 7 以下 と な る 場合 で ある . よ 
っ て , メー テ 8 と な る カー ド の 取り 方 は , 7 以下 の カ 
ー ド か ら , どの 6 枚 を 選ぶ か で 決ま る . よっ て ,。 そ 
の 場合 の 数 は 7C。 三 7 (通り ) で ある . 1 か ら 9 ま で 
の カー ド か ら 7 枚 を 選ぶ 方 法 は 。Cz 三 36 (通り ) あ 
る の で , 求め る 確率 は 

四 / 

36 
で ある . 


( 2 ) X の 取り うる 値 は ,。 7, 8,。 9 の いずれ か で あ 
る . 

メー7 と な る カー ド の 取り 方 は 1 か ら 7 まで の す 
べ て の カー ド を 取る 1 通り だ け で ある . 

メー8 の 場合 は , 上 で 述べ た よう に 7 通り ある . 

メー9 と な る カー ド の 取り 方 は , 8 以下 の カー ド 
か ら ど の 6 枚 を 選ぶ か で 決ま る か ら sC。 三 28 (通り ) 
ある . し た が っ て , 求め る 期待 値 は 

9 Ha 2 

で ある . 
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日 . 31 ーーーーーーーーーーーー 
1 つの サイ コロ を 何 回 か 振っ て , それ まで 出 た 目 の 和 が 3 
以上 に な っ た と ころ で や め る こと と に する . 振る 回 数 を と 
する . 

(1) メニ 1 と な る 確率 を 求め よ . 

(2) X ミ 2 と な る 確率 を 求め よ . 

(3) X の 期待 値 を 求め よ . 


| に ーーーーー=ー ニ ーー ニーー 


[アプローチ サイ コロ は 多く と も 何 回 振る こと に な る で し ょ う ? 


(1 ) 求め る 確率 は 。 サイ コロ を 1 回 振っ て 
出る 目 が 3 以上 と な る 確率 で ある . よっ て 


で ある . 


( 2) 振る 回 数 は た か だ か 3 回 で ある が , ちょ うど 寺 余 事象 に 目 を つ 
3 回 振る こと に な る の は , 1 回 目 , 2 回 目 と も に 1 が ける 方 法 . 


2 
出る 場合 で あり , その 確率 は (で ) 一 計 で ある 、 
し た が っ て 。X ミ 2 と な る 確率 は 


KG が 2 周 


( 3 ) X ニ ん (1, 2, 3) と な る 確率 を P() で 表 
すこ と に する . (1), (2) の 結果 より , 


PQ)= 信 


還 SO 2 
の ー36 一 す ー36 
1 陣 
P③= 二 
で ある . よっ て , 求め る 期待 値 は , 
1.P1) エ 2・P(2)+3・P(3③) 


te 1 1 
2 Se 
=9 
36 


で ある . 


得点 と する ゲー ム を 考え る . 1 回 振っ て 出 た 目 を 見 た 上 

で , 2 回 目 を 振る か 否 か を 決め る の で ある が , どの よう に 

決め る の が 有利 で ある か . 

(2) 上 と 同様 の ゲー ム で 3 回 振る こと も 許さ れる と し た ら , 
2 回 目 , 3 回 目 を 振る か 否 か の 決定 は , どの よう に する の 

が 有利 か . 


(1) で は , サイ コロ を 1 回 振る と き 出 る 目 の 期 待 値 を 基準 
に し て , 2 回 目 を 振る か どう か 決め ます . 

(2) で は , 1 回 振っ た 後 で 。(1) の ゲー ム の 得点 の 期待 値 を 基準 に し て 
決め ます . 


了 英 還 (1 ) サイ コロ を 1 回 振る と き 出 る 目 の 期 待 
値 は 計 G 二 2 二 3 寺 4 十 5 十 6)=35 で ある . 
し た が っ て , 1 回 目 の サ イコ ロ の 目 が 1, 2, 3 の と き 
に は 2 回目 を 振っ た 方 が 高い 得点 が 期待 で きる 一 方 , 
1 回 目 の サ イコ ロ の 目 が 4。 5。 6 の と き に は ,。 2 回 目 
を 振ら な い 方 が 得 で ある . 
( 答 ) 1 回 目 が 1, 2, 3 の と き に は 2 回 目 を 振り , 
4,。 5, 6 の と き に は 振ら な い . 
( 2 ) まず (1) の ゲー ム で 最善 の 決め 方 を し た と き の 
期待 値 を 計算 する . 
1 回 目 に 1, 2, 3 の 目 が 出 た と き , 2 回 目 を 振る こ 
と に な る が , その と き の 期 待 値 は 3.5 で ある . 
1 回 目 に 4, 5, 6 の 目 が 出 た と き , 出 た 目 が その ま 
ま 得 点 と な る . 
上 2 99 ペ CD と F6X ー4.25 
サイ コロ を 1 回 振っ た あと , さら に ゲー ム を 続行 
する こと に する と , (1) の ゲー ム に 帰着 する . その と 
き 最 善 の 決め 方 を する と 得点 の 期待 値 は 4.25 で あ 
る . 以上 より 
( 答 ) 1 回 目 が 1, 2, 3,。 4 の と き に は 2 回 目 を 振 
り , 5, 6 の と き は 振ら な い . 2 回目 を 振っ 
た と き , その 目 が 1, 2, 3 の と き は 3 回 目 
を 振り , 4, 5,。 6 の と き は 振ら な い . 
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本 章 で 扱う 「 数 と 式 」 は , 本 来 は 選択 科目 で ある 「 数 学 A」 の 
単元 で ある . し か し , < 数 と 式 > で 扱わ れる 内 容 は , 高校 数 学 全体 
の 根幹 を 成す も の で あり , 義務 教育 化し た 高校 数 学 の 中 で 必修 
で は な い に し て も , 大 学 進学 を 目指 す 者 に と っ て は 少し で も 早 
い 学 習 が 望ま し い . 大 学 入試 (セン ター 試験 を 含む ) を 意識 すれ 
ば な お さら で ある . そこ で 本 書 で は , 「 数 学 A」 の < 数 と 式 > の 必 
須 部 分 を 「 数 学 B 」 の < 複素 数 > の 一 部 分 ちあ わせ て , その 要点 を 
ここ と で 扱う こと に し た . も ちろ ん , これ ら に つい て の “より 深い 
叙述 " と “より 実 の ある 演習 " は ,「 数 学 A」,「 数 学 B」 で な され 
る . 読者 は ,。 さしあたっ て は , 演習 を 気 に せ ず 。 本 章 の A 基 礎 理 
論 和 偏 を し っ か り 読 め ば 十 分 で ある . 
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AA 上 .!】 実 数 | 


直線 上 に , 1 点 O と , O 以 外 の 点 り を と る と, 直線 上 の いか な 
る 点 P に 対し て も , 点 P が , 点 O に 関し て どちら 側 に ある か (U 
と 同じ 側 か 。 反対 側 か ) 線 分 OP が 線 分 OU の 何 倍 の 長き を も つ 
か と いう 2 つ に 注目 する こと に より , 点 P に , 正 ・ 負 の 符号 の つ 
いた 数 を 対応 きせ る こと が で きる 。. 


ーー ーー 
O U 1 


と の よう に 数 と 対応 させ て 考え る と き , この 直線 を 数 直線 
と 呼ぶ . また 数 直線 上 の 点 に 対応 する 数 を , 実数 と 呼ぶ . 


実数 に は , 2 つの 整数 9( た だ し 2 キ 0) の で 表 さ れる 


有理 数 と 。 そう で は な い 無理 数 と が ある . 
いま まで 学ん で きた 数 を 一 覧 表 に まとめ て 分 類する と 下 の よ 
うに な る 。. 


[まとめ ] 自然 数 ( 正 の 整数 ) 
整数 0 


実数 整数 で な い 有 理数 テ 信 。 > 100 


無理 孝 2, 2 十 Y3。-76, z。 


へ 選 . 軌 実数 と その 小数 表示 


2.5 や 0.123 の よう に 小数 で 表し た と き 有 限 の 桁 で 終わ る 数 
すなわち , 有限 小数 は 有理 数 で ある . これ ら の 数 は , た と えば , 
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の よう に だ , 必ず 整数 の 比 で 表 さ れる か ら で あ る 。. 

小数 点 以下 に (0 と は 異な る ) 数 字 が 限り な く 現れ る 数 を 
無限 小数 と いう . 

無限 小数 の うち で , 0.3333……… や 12.3454545……… の よう 
に , ある 桁 か ら 先 は 有限 個 の 同じ 数 字 の な ら び が くり 返し て 現 
れる 数 を 循環 小数 と いう . 

循環 小数 は 有理 数 で ある . 逆 に 有理 数 は 有限 小数 ある い は 循 
環 小数 で 表 さ きれる. 

し た が っ て , 無理 数 を 小数 表示 すれ ば 循環 し な い 無 限 小数 と 
(GR 

以上 の 関係 を 表 に まとめ る と 次 の よう に な る . 


[まとめ ] 有限 小数 


実数 の 小数 表示 | 有理 数 


循環 小数 
循環 し な い 小 数 = 無理 数 


無限 小数 | 


公選 . る る 実数 の 四則 |) 


任意 の 実数 2,。 2 の 和 2 の を つく る 演算 を 加法 と いう . 
同様 に , 差 z- の を つく る 演算 を 減 法 。 積 22 を つく る 演算 を 
乗法 と いう . 

商 2? て の を つく る 演算 を 除法 と いう . この と き は 2 キ 0 と 
する . 

加減 乗除 の 演算 を まとめ て 四則 演算 ,」。 あ る い は 簡単 に 四則 と 
9 

有理 数 どう し の 四則 演算 を 実際 に 行う こと は 小学 校 以来 よく 
親しん で きた は ず で ある . 無理 数 を 含む 実数 どう し の 四則 演算 
に つい て も , 以下 の 基本 的 な 計算 法則 が 成り 立つ こと だ け を 記 
1 半 4 っ 二 っ 
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加法 乗法 
[交換 法則 ] 2 二 5=?5 十 , 6 の 三 62 


[結合 法則 ] (2 の) 十 c テ 2 圭 (2 十 c), (22)c 三 (6c) 
[分 配 法則 ] (の 十 c) 三 6 の 十 @c 


1" 有理 数 どう し に 四則 演算 を ほど こし た 結果 も 有理 数 で ある . 同 
様 に , 実数 どう し に 四則 演算 を ほど こし た 結果 も 実数 で ある . 


ム A 紀 . ダ 3 実数 の 絶対 値 」) 


数 直線 上 で , 実数 2 に 対応 する 点 A と 原点 と の 距離 を , 実数 Z 
の 絶対 値 と 呼び || で 表す . 
た と えば , | -3|= テ 3, 10|0, 剛 居 六 


| に 3 ほ 3. |2|=2 
レン Se に 
9 二 2 議 引 0 1 2 


これ を いい か える と 


| 回 c (og 生 0 の と き ) 
ea (eg<0 の と き ) 


と な る . すなわち , 絶対 値 記 号 を は ず す に は 中 味 の 符号 に よっ て 
分 類 す れ ば よい . 


1" 実数 Z。 2 が 同 符号 な ら ば , 点 Z 寺 ヵ の 原点 か ら の 距離 |2 二 2| 
は |g|+|2| で ある . し か し , 6, 5 が 異 符号 な ら ば 点 Z 十 5 の 原 
点 か ら の 距離 |z 十 5| は |zl+|5| より 小さ い . 

し た が っ て , 任意 の 実数 2。 2 に 対し て 
|g 二 6|s|gl 填 | 5| 
が 成り 立つ . 
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A 旧 . 指 数 


た と えば 
の ーー6X 6 の XX の 
の よう に , z が 自然 数 の と き , 
2 個 の 2 を 掛け 合せ た も の 
を ” と 表し , この 記号 を 「。 の z 乗 」 と 読む . ヶ を 。 指 数 と い 
う . より 丁寧 に 。 の の こと を , 指数 が み の Z の 累 一 ( ち る ぃ 
は ,。 の べき ) と いう こと も ある . 
この 定義 か ら 明 ら か な よう に , 累乗 の 計算 で は 次 の 指数 法則 
が 成り 立つ . 
の "の の 
の "その ーー の "7 (だ だ し と の 
指数 が 0 や 負 の 整数 の 場合 の 累乗 は 次 の よう に 定義 され る 
(以下 20 と する )、 


の ー 
g ツーーー (z は 自然 数 ) 
この 定義 の も と で は , 任意 の 整数 2%, z に 対し て 


の 2 2 の ーー の as 


7 が 十 72 


の (ん 17 
(2206 7 
が 成り 立つ . 


1" 正負 の 指数 の 累乗 を 用 いる と 極め て 大 き な 数 , 極め て 小さ な 数 
を わか りや すく 表す こと が で きる . 


ィ 760 


So 数 と 式 


手 三 105 万 ー105 便 記 10 


例 2 


京 (けい )=10"。 域 (が い ) ニ 10?, 

不可 思 議 (ふか し ぎ )=10%. 

無量 大 数 (ざり ょ うた いす う )=10。……… 

割 =10~!。 分 =10?。 屋 ( り ん )=10*, 毛 三 10~$ 

系 (し )=10。 ドー………… 

空虚 (くう き ょ )=10~2。 清光 ( せ いじ ょ う )= テ 10-2。…… 
光 の 速度 は 約 3X10" cm/ 秒 

電子 の 質量 は 約 991x10?' kg 


公 避 .@ 平方 根上 


平方 し て 2 に な る 数 . すなわち , “2 を 満た す 数 を 2 の 
平方 根 と いう . 


中 学校 で 学ん だ 関数 ? ニ ァ * 
の グラ フ の 右 半 分 を 考え れ ば 
わか る よう に , を 0 か ら 大 
に 人 くじ (GAKIK の 7 DSG 語ら 
0 か らい くら で も 大 きく な る . 

し た が っ て , 正 の 数 2 が 与 
委 ら 14(27G3 さ 0 

の の 
と な る 正 数 * が た だ 1 つ あ る . 
これ を 7Z で 表す . 
正 の 数 z の 平方 根 は y Z , 


8W 


ー イ 2 の 2 つう で ある 0 の 
方 根 は 0 だ け で ある . 

また 0 三 0 と する . 

1” 負 の 数 zZ の 平方 根 は 実数 の 範囲 に は 存在 し な い . 
2* 任意 の 実数 々 に 対し て 


/Z=lz=| (2Z=0) 


(Z く 0) 


が 成り 立つ こと は , 応用 上 , 大 切 で ある . 
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公選 .Z 平方 根 を 含む 計算 | 
王 


g>0。 5>0 と する と き ,。 次 の 公式 が 成り 立つ . 


1" 積 , 商 と 平方 根 
き Y2 _ / ヶ 
2・/ ヵ テア 20。 75 押 ヵ 。 
[ 例 ] 2 x73 = テア 6 


8575 = ア 7 
2” 分 母 の 有理 化 の 基本 原理 
i 介 ) に 0 
PR ヵ 
2 十 Y の 2 (2Z+Y5)(/2 一 65 ) g 一 5 
作 4(7Z 填 Y5 ) (2 填 Y5 ) 


2-75 (gz-y5 の (2+75) 一 5 
ここ で , 乗法 公式 (> ヶ 十 の )(* ァ ー9) ニ ァ デ ー9” を 用 いて いる . 


スル IS E 放 。 A5.12 


AA 加 . 因 複素 数 | 


I. 虚数 単位 
平方 し て 一 1 と な る 数 を 新た に 考え て 7 で 表す . すなわち 


? を 遍 数 単位 と よぶ . 


TL. 複素 数 の 定義 
2 つの 実数 2。 2 を 用 いて 2 十 の 形 で 表 さ れる 数 を 複素 数 
とめ 衣 
複素 数 z 十 7 に お いて ,。 2 三 0 の と き は 単に 7 と 書く . 
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また , g 十 が で 20 の と き は , 単に Z と 書き , 実数 2 と 同 
じ と みな す . 


皿 . 複素 数 の 相 等 
2 つの 複素 数 2 十 7。c 十 み の 相 等 に つい て は 次 の よう に 
定め る (ただし, 2, 2, c, 9 に は 実数 )、 


6 十 三 c 十 @ と 2 デ c か つ め テ の 


と くに の ala の 2 に = ニ () 必 < 王 三 うみ 生 7= ゴ の (| 


IV. 複素 数 の 四則 
複素 数 の 計算 で は , 


2 を 単なる 文字 と し て 普通 に 計算 し 。〆 が 現れ た 
と きだ け そ れ を 一 1 で お きか える 。. 


と いう 原則 に 従え ば よい . 


(2 填 ) 十 (c 填 みみ ) テ (2 十 c) 十 (2 圭 の )7 
(2 填 ) 一 (c 填 み ) モ (2 一 c) 十 (2ー の )7 
(2 填 )(c 十 必 ) 

gc 十 (2c 十 4)7 十 72? 

三 (2c 一 6) 十 (2c 十 4)2 
c 十 みみ _(c 二 @)(2 一 の ) 


[除法 ] g 十 6 (2 十 7)(2 一 7) 
_ gc 十 (g2 の ー の c)7 一 67* 

5 ゲー の 222 
_ (2c 十 62) 十 (2Zー 0c)2 

の 十 


1′ も ちろ ん , 除法 を 考え る と き は , g 十 が キ 0 と する . 


2" と の よう に 2 つの 複素 数 に 四則 演算 を ほど こし た 結果 は , また 
複素 数 で ある . 
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公選 . 選 集合 の 基礎 [) 


I. 集合 と 要素 
12 の 正 の 約 数 の 全体 。 正 の 偶数 の 全体 。 >* く 9 を 満た す 実 
数 > の 全体 の よう に , ある 条件 に あて は まる も の すべ て の 集 
まり を 集合 と いう . 
また 集合 を 構成 し て いる 個々 の も の を その 集合 の 要素 と 
YS) 


用 を 12 の 正 の 約 数 の 全体 の 集合 と する と き , 4 の 要素 
は 。 1, 2。 3, 4。 6, 12 の 6 個 で ある 。 


を “<9 を 満た す 整 数 > の 全体 の 集合 と する と き , 
万 の 要素 は 一 2。 一 1, 0, 1, 2 の 5 個 の 整数 で ある . 


II. 集合 の 表し 方 
集合 を 表す に は , { } の 中 に 要素 の すべ て を 書き な ら べ れ 
ば よい . 


12 の 正 の 約 数 の 全体 の 集合 は 
他 ま 2 3 いあ も 63 さ 2 と 凌 聞 る 。 


正 の 偶数 の 全体 の よう に 要素 が 無数 に あっ て 書き きれ 
な いと き は , 
{2, 4。 6。 8。…… ) 
の よう に だ 書く. し か し ,…… と いう 部 分 に 。 あい まい さ が 残 る . 
集合 を 表す の に , 集合 を 定め る 条件 。 すなわち, 要素 が 満た 
すべ き 条 件 を 示す と いう 方 法 も ある . た と えば , “< く 9 を 満た 
す 実 数 > の 全体 の 集合 を 表す の に 
人 zz* く 9, > は 実数 ) 
の よう に 書く . 


高校 数 学 で は , 数 と し て 実数 を 考え て いる こと が 一 般 
的 で ある の で , “z は 実数 ” と いう 部 分 を 省略 し て , 単に 
人 zz* く 9) 
の よう に 書く こと が 多い . 
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集合 を 定め る 条件 の 表し 方 は 1 通り で は な い . た と えば , 集合 
(zlz2 く 9) と 集合 (zz| く <3) は 。 と も に 集合 {| 3 くく 3) 
と 同じ も の で ある . 


1" 2 つの 集合 4,。 及 が 等 し い (4 テニ 万 ) と は , 両者 の 要素 が 全体 
と し て 一 致し て いる こと で ある .。 た と えば 
zz* く 9)= テ {zz|< く 3) 


2* が 集合 4 の 要素 で ある こと を 
g 手 人 
で 表す . 逆 に , z が 4 の 要素 で な いこ と を 
g 和 を 4 
で 表す . 


3" 要素 が 1 つも な い 集 合 を 考え る こと が ある . これ を 空 集合 と 
いい , の で 表す . 


沙 あゆ は, ギリ シャ 文字 で , 通常 [ファ イ ] また は [フィー] と 読む . 


[ 例 ] 4 ニテ ({15 の 偶数 の 約 数 )j と お け ば 4 テ の ゅ 


息 . 包含 (ほう が ん ) 関 係 と 部 分 集合 

2 つの 集合 4 と ぢ が あっ て , 4 が 
全体 と し て 選 に 含ま れ て いる と き , 
人 4 は 万 の 部 分 集合 で ある と いい 

4 

で 表す . 

すなわち 。 有 万 で ある と は , 4 
の どの 要素 も ぢ に 含ま れ て いる こと で ある 。. 

4 と で あり , さら に , 4 キ ど な ら ば , 4 は の 真 部 分 集 
合 で ある と いい , 

4 己 凡 


で 表す . 
1" 真 部 分 集合 の 関係 を 4= 刀 と 書く 流儀 も ある が , 高校 で は 一 
般 的 で な い . 


2" 4 と で ある と は , 4ー ぢ また は 4ー ぢ ジ と な る こと で ある . 
し た が っ て , 実際 は 4 こ ぢ で ある と き に 4 と 書い て も 誤 
り で は な い 、. 
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人 A 局 .WO 集合 の 演算 ト 


IT. 交わ り と 結び 

2 つの 集合 4。 に つい て 4,。 太 の どちら に も 属し て いる 要 
素 全体 の 集合 を , 4 と 万 の 交わ り (また は 共通 部 分 , ま た は , 
積 集合 ) と いい 

4T ぢ 

で 表す . 

また , 4, 万 の 少な く と も 一 方 に 属し て いる 要素 全体 の 集合 を 
人 4 と 万 の 結び (また は 合併 。 ま た は 和 集 合 ) と いい 


作 U 
で 表す . 
と まう 上 の 
4 の 
4 4 U が 


ノー テ { ァ | 一 1 く ヶ く 2)。 太 = テ 人 > 10 く ヶ く 3) 
な ら ば 
4n ぢ = テ {【Z 0 くく 2) 
4U ぢ ={ ァ | 一 1 く ヶ く 3)。 


766」 SU5 員 数 と | 式 
TI. 補 集 合 
あら か じ め あ る 集合 り を 定め , / の いろ いろ な 部 分 集合 に 
つい て 考え る こと が ある . 
7 だ 以 5 
ひ =“ 実 数 全体 "。 4ー“ 正 の 実数 全体 " 
ど 三 “整数 全体 " 
C=“z? く 1 と な る 実数 全体 ", 


この よう な と き 。 の を 全体 集合 と いう . 


そし て , の 部 分 集合 4 に 対し て , 4 に 属さ な いり の 要素 
の 全体 を 4 の 補 集 合 と いい 


用 
で 表す . 


りー=" 実 数 全体 ” M 
スニ?z| ァ テ 2) 
な ら , 
ステ fylzs2)、 


| 


皿 . ド ・ モ ル ガ ン の 法則 


が e) 
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人 AA 避 . 必 | 整 式 の 基礎 ] 


文字 xx に つい て の (あるいは , y を 変数 と する ) 単項 式 と は 
係数 Xzf (を は 0 また は 自然 数 ) 

で 表 さ れる 式 で ある . 

この よう な > の いく つか の 単項 式 を 加え 合せ た も の を , > の 
整 式 と いう . し た が っ て , y の 整 式 は 整理 する こと に よっ て 

go ダ " 十 の タ ピリ 十 … の ee… 寺 2 ヵ コ ア 十 の z 

の 形 に 表 さ きれる. 整 式 の こと を 多項式 と も いう . 

ァ の 整 式 を 表す の に ア (), 7(z) な どの 記号 を 用 いる こと が あ 
る . 

ア ( ヶ ) テ ZZ" 十 の リ 二 ……… 十 の コア 十 の 。 

に お いて go キ 0 な ら ば , /(z) は ヵ 次 の 整 式 ( ヵ 次 式 ) で ある と 
いう . 
gZ“ 十 2Z 十 C は 2 キ 0 な ら ば の 2 次 式 で ある . 

g 三 0 の 可能 性 も ある と き に は , gy“ 十 6z 十 Cc は 「 高 々 2 次 の 

整 式 .」 で ある と いう . 2 次 以下 の 整 式 で ある と いっ て も よい . 


1" 係数 が すべ て 0 で ある 整 式 も 考え る と き が ある . これ を , 式 と 
し て 0 の 整 式 と いう . 恒 等 的 に 0 の 整 式 と いう こと も ある 。. 


2" 整 式 /(z) の > ヶ に ある 値 々 を 代入 し て 得 ら れる 数 を ア ( ゐ ) で 表 
す . 関数 記号 の 用 法 と 同じ で ある . 
ア (>) 三 ァ ? 十 マー2 の と き 。 ア (1) テ 0。 (2) テ 4 


3" 2 つ 以 上 の 文字 に つい て の 整 式 も 考え られ る . 
た と えば 
の 2 に 73ー0 の 22730 Eo ① 
は ヶ y, ヶ の 整 式 で ある . >, ヶ の 整 式 の 次 数 は , >, ヶ を 通し て 数 え 
た 次 数 に よっ て 定まる . た と えば ① の 第 1 項 は 5 次 , 第 2 項 は 4 
次 , 第 3 項 は 2 十 3=5 次 で ある . し た が っ て ① は ヶ , ? の 整 式 と 
し て 5 次 で ある . 


4” 整 式 の 加法 , 減 法 は 同類 項 。 すなわち ,。 注目 する 文字 の 部 分 
が まっ た く 同 一 の 項 の 係数 を 加 , 減 す る こと に よっ て 行わ れる . 


OO 較 SOD 計 2 語ら 細 


公 避 .1 選 展開 お よび 因数 分 解 M 


2 つの 整 式 が 与え を られ た と き , その 積 は , 次 の よう に , 分 配 法 
則 と 整 式 の 加法 の 原理 に し た が っ て 計算 され , 結果 は 1 つの 整 
式 に な る . 


(x 十 3)(>* 十 2 ァ ー1) テ (z? 十 2z2ー ァ ) 十 (3z" 十 6ー3) 
8 下 592 ギ 93 


文字 が 2 つ 以 上 に な っ て も 同様 で ある . た と えば 
(2 十 の )* 王 〆 十 22 の 5 十 6“ 


この よう に , いく つか の 整 式 の 積 を 1 つの 整 式 と し て 表す 変形 
を 展開 と いう . 

逆 に ,。1 つの 整 式 を 。 い くつ か の 整 式 の 積 と し て 表す こと を 
因数 分 解 と いう . 

機械 的 に で きる 展開 と 異な り , 因数 分 解 で は 。 いろ いろ な 工夫 
が 必要 で ある . 

以下 の 公式 は , この 「 工 夫 」 を 引き 出す た め の 最 も 基本 的 な 道 
具 で ある . 


に 
品 


の 十 22 の 5 十 の ー(2 十 の )* 

の 〆ー22 の 圭三 (2 一 の 2 

?" 十 (2 十 の z 十 22 王 (z 填 の (z 填 の 
gcy* 十 (2 の 十 の 2c) ァ 十 67 三 (ZZ 十 の (cz 圭 の ) 
の 十 3ZZ2 十 32 の 十 ど 三 (Z 十 が" 

の 一 3 の 32 が 一 が 三 (2 一 の 

の 〆 の 十 が 十 c" 十 2(2c 十 cg 十 2 の ) テ (Z 十 5 十 c)* 
〆ー ゲ テー(2 一 の (2Z 寺 の 

の ー の ニテ (2 一 の (Z 十 2 の 十 6?) 


(0 の 十 ゲ = テ (2 十 の (ダーgp 十 の) 
(0 〆 十 ゲ 十 cー3g6c テ (2 十 十 c)(ZZ 十 が 十 c“ーpc 一 cg 一 6 の) | 


因数 分 解 の 基本 公式 


中 CO トウ 


こさ の > 


ニー クジ ニン 2 ニー ペー ン ーー ニー ジニ ンー ーー ニー 


ーー へ スス ーー 一 … の 


* ら 


この うち , 1), (2), (3) (8) は , 中 学 で 学ん で いる . 
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AA 避 .1S) 分 数 式 と その 計算 | 


読者 が 小学 校 や 中 学校 で 経験 し た よう に 。 整数 だ け で な く 王 , 


- ダ な どの 分 数 と それ ら の 計算 (すなわち, 約 分 , 通 分 四則 演 


算 ) を 学ぶ こと に よっ て , 「 応 用 問題 」 や 「 方 程 式 . を 解く こと が 
で きる よう に な っ た . 同様 に , 整 式 だ け で な く , 整 式 を 分 子 ・ 分 
母 に も っ た 分 数 式 と その 計算 を 学ぶ こと に よっ て , 多く の 問 
題 に 見 通し が 開か れる の で ある . 


1. 分 数 式 の 定義 と 相 等 

4, を 整 式 と する と き , 今 の 形 の 式 を 分 数 式 と いう . 
ここ で 。 分 母 に 来る は , 式 と し て 0 で ある 整 式 で は な い 、. 
1" [ 例 ] - 全 は > の 分 数 式 で ある . 


ァ デ ー 1 


LU. 約 分 と 通 分 の 原理 
C が 恒 等 的 に 0 で な い 整 式 の と き , 
4 JA 


お C 「 当 
が 成り 立つ . 左辺 を 右辺 に な お す 変 形 が 約 分 で ある . 通 分 
で は 右辺 を 左辺 に な お す 変 形 が 使わ れる . 


了 恋 三 1 2 1 
1 3 (の だ DC 


すなわち , 分 数 式 と し て の 等 式 


み 主 由 レーー つ 1 PC た ミミ ミミ まさ 
アデ ー1 ァ 十 1 ① 
が 成り 立つ . 
1 1 2 
oma 半 貼 ce の ji 
6 生 60aseua7 や MICSU 
と 通 分 で きる の で 
パー ニッ ーー ペタ 


(z 填 1)( ァ ー1) 


7 の 本 証 S5 語 主 と 計 抽 


2 ーー なー が ニカ の 場合 。 4, 
の 分 母 の 最小 公 倍数 ( ヶ ー1)( ヶ ー2)( ァ ー3) が 共通 の 分 母 に な る よ 
20( だ 0 ラ i(@ 

を アデ ー9 アー1 
ES UE=8) 
と 通 分 で きる . 
6C つ WI/S05 ス (3 


9 
(52 


公 局 .14! 恒等式 と 方 程 式 ] 


た と えば , > を ふく お 等 式 
ァ *ー4 =0 COO の ① 
は , ァ 2。 一 2 の 2 つの 値 に 対し て し か 成り 立た な い . 
それ に 区 床 レ で , 等 式 
( ァ ー2)( ァ > 十 2) テ ァ *ー4 OO (《⑫) 
は , > が どの よう な 値 を と っ て も 成り 立つ . 
の よう に , ふく まれ る 文字 (変数 ) が どの よう な 値 を と っ て 
も 成り 立つ 等 式 を 恒等式 と いう . 
一 方 , の の よう に 等 式 に お いて , この 等 式 を 成立 させ る の 値 
を 定め よう と 考え る と き , > に つい て の 方 程 式 と いう . 


1? (> 十 2)*ー ァ 2 十 4 ァ 十 4 
は , > に つい て の 恒等式 で ある . 


2" (> 十 の アー ァ " 十 2zy 十 7 
は 。 ァ ヶ 。 9 が どの よう な 値 を と っ て も 成り 立つ し た が っ て , ヶ , 
ヶ に つい て の 恒等式 で ある . 


リー ニー 


7Z7 


| 186 発展 問題 | 


本 セク ショ ン で は , 内 容 が 数 学 TI の いく つか の 単元 に また が 
る 問題 , ある い は , 各 単 元 の 深い 理解 と 粘り 強い 思考 が 要求 され 
る 問題 を 扱う . 独力 で 解決 で き な く と も , 解答 を 熟読 し て し っ か 
り 理 解 で きれ ば , 著者 達 の 意図 は 達成 され る . 難解 で あれ ば , 初 
読 の 際 は 読み と ば す 手 も あ ろう . 
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B.BO1 ] 
2 た 議 2 
(US た 還 っ te ん 1 請 訟 5 ① 
を 満た し て 動く と し , > と ヵ の 関数 
る ー ア (>。 の ) 三 9z* 十 6zy 十 27?ー6 ァ ー3 ヶ 
を 考え る . 
(1) Z を 0 ミ 2Z ミ 1 な る 数 と し て , ヵ の 値 を 2 に 固定 し た と 
き , y の 動き うる 範囲 を 求め よ . 
(2) ヶ の 値 を 2 に 固定 し , > が (1) で 求め た 範囲 を 動く と き , 
る の 最小 値 の (2) を 求め よ . 
(3) >*。 ヶ が ① を 満た し て 動く と き , ぇ の 最小 値 を 求め よ . 
に ーー ニー デー ニーmmerrerrmem 
[アプ ロー チ ツ > 問題 の 意味 は B.106 と 同じ で す . B.106 の 隆 本 を 思い 
出し て 下さ い 、。 


(1) ① の 第 1, 第 3 式 に ゥ = を 代入 し て 
0 当 の 。 の 届 Z 革 1 
0 ミ ァ ャ ミュ 1 ュー 0 ili の ②) 
これ が の 動き うる 範囲 で ある . 


ッ ー6 と し た . 参 (2) 7(z。 の = テ 9z* 二 62 一 6y 十 2〆ー3Z 
ー9x*ー6(1 一 2)x 十 2g*ー3Z 
ー=9|>ー を の z|+2 の ー32 


-9 信 d- の | +2eー3g 
=9|>- き - の | 
ーー の 1 土 2 ゲ ー32 
(1 |+Z g 一 1 


=9| 
0 ミ 2 ミ 1 で ある か ら 8 


0 ミ 言 Gー の ミ 1 一 Z = ここ で ァ ヶ ー テ (ュー の) は (1) で 求め た 範囲 に 属す る か 


目 8 
で ある . 1 
ら 。 7 げ (,。 の ) は ィ ー テ ロー の の と き 最 小 値 を と り , 


の (2) の 〆ーg 一 1 


$6 B 篇 (演習 問題 ) 


( 3 ) ① の 第 2 式 か ら , ヶ の 値 ? は 

07。。 。 ee ③ 
を 満た さ な け れ ば な ら な い . また ⑨② を 満た す > が 存 
在 す る た め に は 


(0 に ED 箇 た こり 記 加 還 記 CCG22 ④ 
で な けれ ば な ら な い . ③, ③④ より Z は 

0SE2 ミ 1 imthtst ⑤ 
の 範囲 を 動く . 


そこ で 条件 ⑤ の 下 で 2(2) の 最小 値 を 求め る . 
o-(- り 
で あり , 2 は ⑤ の 範囲 に 属す る か ら , 2) は 


Zー テ の と き 最 小 値 - 了 を と る . 
以上 に より , >。 9 が ① を 満た し て 動く と き の ぇ 
の 最小 値 は 一 子 で ある . 


注意 条件 ① を 満た す よ うな ヶ , 》 を 座標 に も つ 点 
(x, ?) の 全体 は 図 2 の よう な 三角 形 の 周 お よび 内 
部 で ある . 

よっ て ヶ ヵ の 値 は 0 ミミ 1 の 範囲 に 限る . これ が 
⑤ の 意味 で ある . また ヵ の 値 を 2 に 固定 し た と き , 
> が ② の 範囲 を 動く こと も 見 て 取る こと が で きる . 


( 3 ) の 図 角 (>,。 7) を > の 2 次 式 と 見 な し て 平方 
完成 し , その 定数 項 を ゥ に つい て 平方 完成 する と 


=91 ヶ ー き 1ー の |+ の ーッ ー1 
---- り 


と な る 。 よっ て < ミー テ が 成立 し 。 し か も 


1 1 (あき 
6 su の) 0 で る テラ 


の と き < ニー テ と な る . この ヶ , ? の 値 は 条件 ① を 


満た す の で , z の 最小 値 は - 全 で ある . 


』g(c) 


ィ 77 


77Z 3$G6 発展 問題 
B.B0 ら 


長き 4 の 細い 棒 を 切っ て 組 Se 
み 立 て 紙 を 張っ て 直方 体 を 作 に 


っ た . 必要 な 紙 の 面積 の 最大 
値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 直方体 の 3 辺 の 長 さ を,。 92。 < 々 と する と , る は z, 2 で 
表せ ます . し た が っ て 直方 体 の 表面 積 は 々 と ヵ の 関数 に な り ま す . 問 
題 は その 最大 値 で す が , これ は B. 601 の 応用 で す . 


直方 体 の 3 辺 の 長 さ を ァ , 9,。 る と する と , 


12 本 の 辺 の 長 4(z 十 2 ヶ 十 る) テ 4 
さ を 合計 する と <。 z 寺 7 二 る 三 1 
4 に な る . ーー の ① 
よっ て , 表面 積 は 
ぶ 三 2zy 十 29< 十 2< 
三 2zg 十 2( ァ 十 の る 
① を 代入 し た 。 三 2zg 十 2( ァ 十 の )(1 一 ヶ ー の ) 
テー2( ァ 十 の * 十 2zy 十 2( 十 の ) 
三 当 2 が 0 コ 2 の が ー2 の に 2 の ミク カ 間 koo220: の ②) 
で 与え を られ る . 
また ヶ y, 》 ヶ の 動く 範囲 は 。 z, ヶ , <=0 
すなわち 
< 生 0 に ① を 代 7 且 agO た 請 証 Bioeooo っ っ 《⑯) 
入 する . で ある . そこ で >, ヶ が ③ を 満た し て 動く と き , S 
の 最大 値 を 求め る . 
UCB.601(3) 計 ② を に 関し て 平方 完成 する と 
ぐ S ニ テー2z*ー2( ヶ 一 1) ァ ー22“ 十 2 み 


テー2{z*ー(1 一 の z) 一 227 十 2 
山 時 の 00 出国 2 
一 2(z 2 )+%( 2 ) 27“ 十 27 
さら に , の 2 次 式 と みた と き の 定 数 項 を ヵ に つい 
て 平方 完成 し て 


ーー) 9 誠 2 1 


記 ーー 8( -+) 2 
2z 2 2 ツー ョ リ 了 3 
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と な る . よっ て つね に S= 信 を 満た し 。 し か も 
4 に 、 


2 3 
= に 山 
ンー 39 


の と き S= 信 と な る 。 この >,。 ヶ の 値 は ③ を 満た 


す の で 求め る ゞ の 最大 値 は 合 で ある . 


アァ ー 


マ , / が ③ を 満た し て 動く と き ,② で 与え ら 


れる ゞ の 最大 値 を 求め る . 
ヶ の 値 を 4 に 固定 する . た だ し 
0 ミ S2 ミ 1 0 mt ④ で UB.601⑤ 
と する 。 この と き y は 
0sgy ミ 1-ー2 mt ⑥ き W B.601⑨ 


の 範囲 を 動く . そし て 
S ぐ ニー2z?ー2g ァ ー2g 十 2 ァ 十 22 
1 


ーー2( ッ ーー テテ ) - す の +g+ テ 4 前 ペー ジ の 計算 
5 と 同じ . 
で あり , ァ ー 上 は ⑤ の 範囲 に 属す る か ら , S は 
最大 値 
(の ニー テ 〆+g+ 訪 
を と る 。. 
次 に Z が ④ の 範囲 を 動く と し て g(2) の 最大 値 を 
求め る . 
IO 
の ー (< 5 っ 
で ある か ら , g 一 の と き (2) は 最大 値 信 を と る . 


以上 に より , S の 最大 値 は 本 で ある 。. 


注意 直方 体 の 表面 積 は , 立方 体 の と き 最大 に な っ た . これ は ,「 周 の 
長き が 一 定 で ある 長方形 の 面積 は 正方 形 の と き に 最大 に な る 」 と いう 
有名 な 事実 (証明 し て みよ う ) を , < 高 次 元 化 > し た も の で ある . 
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B.B03 | 
2 つの 正 の 数 @ 2 に 対し , = と を 相 加 平均 gg を 相 
乗 平均 と いう . 


(1) 相 加 平均 が 44, 相乗 平均 が で ある 2 つの 正 の 数 を 2 
根 に も つ 2 次 方 程 式 を 作れ . 
(2) 相 加 平均 は , 一 般 に 相乗 平均 より 小さ く な いこ と を 示せ . 
AS 6 9 


ーーー 


[| アプローチ > 2 次 方 程 式 >? 十 Zz 十 6 王 0 の 2 根 を 2, と する と , 
デーg 一 /。 2ー6/ 

が 成立 し ます ("3 B.110 2②)). 上 の (1) は この 関係 式 の 簡単 な 応用 で す . 

(2) で は , 2 次 方 程 式 z? 二 2Zz 十 5=0 の 2 根 。 が 実数 で ある こと に 

注意 し まし ょ う . 「 相 加 平 均 = 相 乗 平 均 」 と いう 不等式 が 成立 する こと 

は 別 の (も っ と 直接 的 な ) 方 法 で も 示せ ます が , ここ で は 2 次 方 程 式 の 

理論 を 応用 し て 証明 し て 下さ い . 


(1) 2 次 方 程 式 

アァ * 十 gz 十 の テ 0 OCG ① 
の 2 根 を 2。 / と する と , 

2 デーg 一 /。 2ー6/ 
が 成立 する . し か る に 


ルー タテ と 。 み =yg8 


本 MM 
27 ん 
で ある か ら , ① は 

ァ デ ー2/ 十 が 王 0 0 ……… ② 


2 の 


(2) 2 次 方 程 式 ⑦ は 実 根 を も つか ら , 
UCB.108(2) = 判別 式 =(27)* 一 47z?= テ 0 
ーー コ () 
(7 一 )(47 十 7)=0 
ここ で ag, >0 で ある か ら , 好 。 娘 >0、 よっ て 上 
式 より 
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B.B024 ーー 
(1) 実数 2 に 対し , 2,。 >0 で ある と は 
@ 十 >0 か つ gg>0 
が 成立 する こと と 同等 で も ある. この こと を 証明 せよ . 
(2) 2 次 方 程 式 z? 十 (7 十 1)z 十 7 十 3 デ 0 の 2 つの 根 を og, Z 
と する と き , g 十 , g9 を 7 で 表せ . 
(3) (2) に お いて ,。 @。 >0 と な る よう な 7 の 範囲 を 求め よ . 


ニー ニー ニー) 


[アプ ロー チ > (2) B.110(2) を 思い 出し ます . 
(3) 2 次 方 程 式 >* 十 (7 填 1)z 十 3 十 7 王 0 の 解 は , B.108 (3) に より , 


ー 一 (7 填 1) 詩 Y(7 二 1)* 一 4(7 十 3) 
し 2 


ーー/ー1 キ デー27 一 11 
2 


で 与え られ ます . し た が っ て 条件 2,。 2>0 は 
ー#7 一 1 キア デー2 ヵ 一 11 >0 
2 


と も 書け ます が , これ を 満た す 7 の 範囲 を 求め る こと は 容易 で は あり 
ませ ん . そこ で (1), (2) を 組合 せ て 考え ます . また 放物線 

ッ デ ティ ァ " 十 (7 填 1) ァ > 十 7 上 3 が 軸 の ァ >0 の 範囲 で 2 交点 また は 接点 を 
も つ 条 件 を 考え る の も 一 つの 方 法 で す . 


(1) e, 8>0 な ら ば eg 十 8>0, 9>0 が 
成立 する こと は 明らか . また 逆 に Z 十 >0, 92>0 者 4 と が 同等 と 


が 成立 する と する . 特に g8>0 だ か ら は , 
み 2>0 また は e 6<0 悦 2 に / 
が 成立 する . さら に gg@>0 だ か ら ea 8>0 で Se 
な けれ ば な ら な い .。 0 了 
20 うこ と で ある 。 
2 ょ 1 ニ ーーg 一 填 8 テ ー(7 十 1) …… 
( 0 間 1 7 
7 十 3 三 g/ 本 証 記 ia の ② 
( 3 ) 2 8>0 で ある と は , まず 2 次 方 程 式 が 実 根 
を も ち , og 十 >0。 2>0 を 満た す と いう こと で あ 
る . 実 根 を も つ 条 件 は , 判別 式 を 用 いて IS デ B. 108 (2) 
の テ (7 十 1)*ー4(7 寺 3)= テ 0 
デー27 一 11 =0 考 ゲー27 一 11 テ 0 
7 ミ 1 一 2/3 また は 7/ 科 1+273 。 …… ⑬ の 2 根 は 


7 三 1 王 2763。 
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1-2/3 ニー2.464… _ 
を 
1 十 2 3 =4.464… 


< 軸 と 共有 点 を 
も ち , ヶ 軸 の 正 
の 部 分 と 交わ り , 
対称 軸 が ? 軸 よ 
り 右側 に ある . 


また こと の と き oe, >0 と な る た め の 条 件 は , ①, 
⑨ よ ょ り 


MS 292 の 2 一 1 ……・ ④ 
7 填 3>0 
よっ て , 求め る 7 の 範囲 は ③, ④ よ り 
ー3<7 ミ 1 一 273 . 
( 3 ) の 賠 解 2 次 方 程 式 
622FIUCSRIDR2 コ EEE に 0 計 計 ⑤ 
が @, >0 な る 2 根 を も つと は , 放物線 
ムー ンド (75U2cF/ 二 9 | ⑥ 


が ヶ 軸 の >0 の 部 分 に 共有 点 を も ち , > ミミ 0 の 部 
分 に 共有 点 を も た な いこ と で ある . すなわち , r 軸 
の >>0) の 部 分 と 2 つの 交点 を も つか , ま た は 接 す 
る こと で ある . し た が っ て ,。⑥ の グラ フ は 図 1 また 
は 図 2 の よう に な っ て いな けれ ば な ら な い . 


図 2 
9A 


s『 


ここ で , 放物線 ⑥ と ヶ 軸 の 交点 は (0, 7 十 3), 対称 


軸 は ャ ーー テー また , 判別 式 は カニ アー27 一 11 


で ある . よっ て , 放物線 ⑥ が 図 1 また は 図 2 の よう 
な 位置 に ある た め の 条 件 は 


人 還 / ミ 1-2/3 また は 7 を 11273 
7 上 3>0 Se 。 
ーー>0 月 


ー3 ぐ ミミ 1 一 273 . 
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日 . BU ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー コ 
放物線 ッ ゥ ニッ デー22z 一 @ に 対し 
1) 軸 の > く 1 を 満た す 部 分 と 2 つの 交点 を も つ 条 件 を 
求め よ . 
(2) ヶ 軸 の ><1 を 満た す 部 分 に 1 つ ,。 ァ >1 を 満た す 部 
分 に 1 つ 交 点 を も つ 条 件 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > これ は B.604 (3) と 類似 し た 内 容 を ちっ て いま す . B.604 
(3) の どちら の 方 法 で も で きま す が , 別 解 の 方 が 応用 し や すい で し ょ う . 


(1) 放物線 ? ヵ = ニッ y デ ー22z 一 4 が 図 1 の よう 

に な っ て いれ ば よい . すなわち , 
> 軸 と 2 交点 を も ち , 接し て は いけ な 
直線 >= ニ 1 の >0 の 部 分 と 交わ り , い . 
対称 軸 が 直線 x= ニ 1 より 左側 に ある . 

ここ で 判別 式 は 
の テ 4g* 十 4g 三 42(Z 十 1) 

>ー1 の と き の ヶ の 値 は 
2 一 2Z ポ ーー ニー32 土 1  ……* ① 

対称 軸 は ヶ 王 < で ある . よっ て , 求め る 条件 は 

0 また は 2 マー1 直 重 根 を も っ て は 


4g(Z 十 1)>0 

川 いけ な い . 
6 の celly20I 還 ポ 2 ぐ テ 
6 く 1 | 


0<g< エ また は g<ー1. 


(2) 放物線 ?ー ァ アー2Zz 一 @ が 図 2 の よう に , 直 
線 デニ 1 の ヶ く 0 の 部 分 と 交わ れ ば よい . 
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B.604 (1) と 同様 = 


B. 110 (2) 


Ro) (8 ① か ら , 
ー3g 十 1 ぐ 0 


2 > を 


(1) の 了 央 角 2 次 方 程 式 

デー2Z/ ァ ターg デ 0 DOQOCOC2O ② 
が , o。 / く 1 な る 2 つの 異な る 実 根 eg。 2 を も つ 条 
件 を 求め る . まず , 実数 , 2 に 対し , @。 8 く 1 が 
成立 する と いう こと は , 


の il 語 の =U<30 
が 成立 する と いう こと で あり , これ は さら に 
NE 0 《⑯) 
(eg 一 1)(8 一 1)>0 POOGOOO ④ 
が 成立 する こと と 同じ で ある . ③, ④ は 
2 キ 98 一 2 く <0 0 mt ⑤ 
| 0 5D3O つ OO ⑥ 
と 書き 換え られ , また ② よ り 
eg 十 の 22 0 ⑦ 
と mn 
が 成立 する か ら , ⑤, は 
2g 一 2 ぐ 0 : g 一 1 く 0 
9 は 旨 
1 
2 ぐ 王 ee ⑨ 
と な る . また ⑨② が 異な る 2 つの 実 根 を も つ 条 件 は 
42* 十 4Z2>0 …. 6g>0 また は 2 く ー1…… ⑩ 


で ある か ら , ⑨, ⑩ よ り , 求め る Z の 範囲 は 
0<g< さ まだ は oc マーl1。 


注意 上 記 の (1) の 別 解 と 類似 の 方 法 で (2) を 考え る こと も で きる . 実数 


の 。 / に 対し , 
g ぐ 1 く / 


まま 語 OSUSSZ 


が 成立 する と いう こと は 
g 一 1 く 0 く 2 一 1 また は gg 一 1<0<g 一 1 
つま り , (g-1)(8 一 1) く 0 
が 成立 する と いう こと で ある . この 条件 は ⑦, を 用 いる と 2 で 表せ 


る 。 
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B.B0B | 
(>) テ 2z* 十 ZZ 十 ダー1 

と お く . た だ し Z は 実数 の 定数 で ある . 

(1) 方 程 式 7/(z)= ニ 0 が 根 を も つよ うな Z の 範囲 を 求め よ . 
(2) 方 程 式 7( ヶ )=0 の 根 の 動き うる 範囲 を 求め よ . 

隊 4 

[アプ ロー チ > 「 根 を も つ 」 と いう の は , 数 1 で は 「 実 数 の 範囲 に:」 で 

す . 1) B.114 と 同様 に 放物線 の 頂点 の ヵ 座 標 や 判別 式 を 使え ば 簡単 

GR) 

(2) > テ 0 が 7( 々 ) テ 0 の 解 と な る の 値 を 求め られ ます か ? 

げ (0)= ニ 〆ー1 で すか ら 〆ー1= テ 0 より g テ 土 1. これ は 簡単 . 

それ で は 1 が (>) テ 0 の 解 と な る 2 の 値 は ? 

7(1)=2 十 2 二 〆ー1=g の 7 十 @ 十 1 

さて 〆 グ 1=0 より 2 テニ …… ? ZZ は 存在 し ませ ん . これ は ァ = テ 1 

が (>) テ 0 の 根 と な り 得 な いこ と を 意味 し ます . それ で は どん な 数 

なら 7(z) テ 0 の 根 と な り 得 る で し ょ うか . 


( 1) 7?)=2z? 十 2Zz 十 〆ー1 の 判別 式 は ISYB.108 
の テー4・2(Zー1) テ ー7g* 十 8 

7(Z) 三 0 が 実 根 を も つ 条 件 は 
の =0 


ー7 の の 十 8=0 "。 の ミミ テ 
に 1 
・-/ 條 


(2) 実数 > が 方 程 式 /(z)=0 の 実 根 と な る よう 
な の 値 は , 7(z) 三 0。 すなわち 
2 ァ 2 十 2 の 十 の ゲー] = テ 0 DO ① 
を 2 に つい て 解く こと に よっ て 得 ら れる . し た が っ 
て 実数 > が (2 を 適当 に 選ぶ こと に よっ て ) 7(>)=0 
の 根 と な りう る た め の 条 件 は ,① を 満た す 実 数 々 が 
存在 する こと で ある . ① を 2 に つい て 整理 する と 書 ① を 2 に つい て 
の 十 ze 十 2z"ー1 三 0 と な る か ら 実 根 ヶ を も つ 条 件 は の 方 程 式 と 見 な 
ァ デ ー4(2 ァ >*ー1)=0 す 。 
ー7 ァ * 十 4=0 
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B.BO プ フ 
zy 平面 上 を 動く 点 P(z, ヶ ) に 対し 
るー アタ” 十 xyー 7" 十 ァ ーy 十 1 
で 定まる 量 々 を 考え る . 
(1) 点 P が 直線 ッ ニ ァ 上 を 動く と き , < の 最大 値 , 最小 値 


に つい て 調べ よ . 

(2) 点 P が 直線 ? 三 7zz 上 を 動く と き , < が 最小 値 を も つ 
よう な 定数 の 範囲 を 定め よ . 

(3) (2) に お いて 最小 値 が で 正 で ある よう な Z の 範囲 を 求め よ 。 


[アプ ロー チ > (1) 点 P の xx 座標 を * と する と 7? 座標 も > ですから, る 
は ょ > の 2 次 関数 に な り ま す . (2), (3) で は , 2 次 関数 の 係数 が と と も に 
変化 し ます . < が 最小 値 を も つと は , また その 最小 値 が 正 で ある と は , 
2 次 関数 の グラ フ が どう な っ て いる と いう こと で し ょ う . 


点 P は 直線 と 了 賠 還 (1) 点 P の z 座 標 を r ヶ と する と ? ヶ 座標 も z 
ター 上 に ある . と な る か ら 。 


ター ッ 7 十 アア ター アァ 7 二 テー ァ 十 1ー ァ * 十 1 
よっ て , る は 最小 値 1 を も ち , 最大 値 を も た な い 
( 図 1). 


点 P は 直線 区 (2) 点 P の zz 座標 を * と する と り ヵ 座 標 は zz で 
ッ ー72y 上 に ある . ある か ら 。 
ーッ ” 十 ァ ・ が ター( が 2Z ア 二 マー727 十 1 
ー( 一 %* 十 到 十 1)z7 十 (1 一 2)z 十 1 …… ① 
この 右辺 を (>) と お く . 
ァ * の 係数 の 符号 参 次 の 3 つの 場合 に 分 け て 考え る . 
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1" 一 2* 十 2% 十 1 三 0 の と き , すなわち 
ーー 


7 一 2 一 1 三 0 


の と き , (>) は 1 次 関数 6 と な り , 


最小 値 を も た な い . 

2" 一 %Z 十 多 十 1>0 の と き ,。 すなわち 
2 一 7 一 1 ぐ 0 
1 一 < な < ユ 3 


の と き , ぇ = げ ( ヶ ) の グラ フ は 図 2 の よう に 上 に 
向っ て の びる 放物線 と な り , 最小 値 を も つ . 
9 引 王 2222E22 ド ISS0 の と 結 縛 有三 72(② 上 用 の グラ 勿 2 
は 下 に 向っ て の びる 放物線 と な り , 最小 値 を も 

だ た な い 、。 
以上 に より , 7(z) が 最小 値 を も つ 条 件 は 


1 三 六 5_ 1 寺 75 
ゥ ーー バーー で 77 ベーーーーー- 2 だ ②) 


( 3 ) 災 が ② の 範囲 - あ る と する . この と き ア 7( 々 ) 
の 最小 値 が 正 で ある と は , <= テ 7(z) の グラ フ が ( 図 
2 の よう に ) ヶ 軸 と 共有 点 を も た な いこ と で ある . 
ここ で 7(y) の 判別 式 は ① よ り = UW B.108 
の = テ (1 一 7)*ー4( 一 7 十 十 1) 
三 57z2* 一 67z 一 3 
で ある か ら , < デパ バァ) の グラ フ が ヶ 軸 と 共有 点 を も 
た な い 条 件 は の りく 0、 すなわち 


6 くく 9 せ s6 Eeeaadi ③ の 根 は キ 276. 
な る が , 
1-y5 3-276 /3+276 し 1+Y5  。 1 ee 
2 5 5 2 2 志和 が BR 
で ある か ら , 6 sisss 
こ 5 1370 ee 
3 St < ヵ < さ 6 


と な る 。 


782 3$6 発展 問題 


B.B0 
1) 放物線 ヵ ニ ダー ァ と 直線 ? 王 2z 一 2 の 共有 点 を 求め よ . 
(2) 放物線 ッ ニ ダー ァ と 直線 ッ 三 2z 十 + が 共有 点 を も つ 

よう な 定数 た の 範囲 を 求め よ . 
(3) 放物線 ッ ニ タデ ーz に 直線 ゥ ニー2 ァ 十 ん が 接する よう に 
定数 た の 値 を 定め 接点 の 座標 を 求め よ . 
ーー| 

[ 克 プ ロー チ > 放物線 ッ ー ア (>) と ァ 軸 の 共有 点 , 接点 の 座標 は それ 

ぞ れ , 方 程 式 /( ヶ ) 王 0 の 根 , 重根 で し た . この 問題 で は y 軸 以外 の 直 

線 と の 共有 点 , 接点 を 求め ます . 


この 考え 方 が 基 = (1) 放物線 ヵ ニ ァ デ ー> と 直線 ゥ 2 ァ ー2 
本 . の 共有 点 の > 座標 は , 方 程 式 
ァ *ー ァ ー2 ァ ー2 
の 根 で ある . これ を 解く と 
ァ *ー3 ァ 十 2 三 0 <。 (マー1)(zー2 三 0 
ァ ー1, 2 
9 座標 は ヵ ー ァ *ー ァ 区 よっ て , 共有 点 は (1。 0) と (2, 2) で ある . 
(また は ゅ ー2z 一 2) (2) 放物線 ヶ ー ァ *ー ァ と 直線 ゥ 王 2z 十 4 が 共有 
の 2288。 点 を も つ 条 件 は , 方 程 式 
ァ ^ー ァ ー2 士 ん … パー3 ァ ー 三 0 … ① 
UG B.108 計 が 実 根 を も つこ と で ある . 判別 式 は 
の カテ (-3)* 一 4( 一 =9 十 4 POD (⑫) 
で ある か ら , 実 根 を も つ 条 件 は わり =0 すなわち 


9 十 4 た 0 9 を テー ユキ 


この 考え 方 が 基 (3) 放物線 ゥ = ニ ァ デーz と 直線 ゥ 2z 十 ん が 接 す 
本 . る 条件 は , 方 程 式 び が 重根 を も つこ と で ある . 
よっ て , 判別 式 ② を 用 いて 


の =0  … ん ーー 
この と き 方 程 式 ① は 


2 
ダーszx+ テ =0 。 ・ (>) =0 


座標 は ッ ーー ァ となり, 重根 > 一 を も つ . すなわち , 

則っ ELONN 
(また ほ は ーー す ) 
か ら 分 か る . 


NN 


接点 の 座標 は ( き 。 坊 ) で ある . 
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(1) 放物線 ヵ = ァ *ー2 ァ 十 2 に 接し (一 1, 一 4) を 通る 直線 の 
方 程 式 を 求め よ . 


(2) 放物線 ヵ テ Zzz* 十 z 十 c 上 の 点 (7。 2 だ 十 7 十 c) に お け 
る 接線 の 傾き を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (1) 点 ( 一 1, 4) を 通る 直線 は 無数 に あり ます が , その 
うち 放物線 ? ニ ァ デ ー2z 十 2 に 接する も の を 求め た い の で す . 

点 ( 一 1, 一 4) を 通る 直線 は 一 般 に どう いう 形 を し て いる か を 考え , 
B. 608 (3) の 接線 を 求め る 方 法 を 応用 し ます . 

(2) 考え 方 は (1) と 何 も 異 な る 所 は あり ませ ん . 


隊 還 (1) 点 (一 1, 一 4) を 通り 傾き が で ある 
直線 2 三 ( ァ 十 1) 一 4 … 2 三 2 十 2% 一 4 
が 放物線 ?= ニ ァ *ー2> 十 2 に 接する 条件 は , 方 程 式 
ッ "ー2 ァ 十 2 三 ZZ 十 w 一 4 
ァ *ー(72 十 2) ァ ー7 十 6 テ 0 
が 重根 を も つこ と で ある . 判別 式 は ミ ISW B. 608 (3) 
の ニテ [{ 一 (%w 填 2) ア 一 4( 一 娘 十 6) 三 7* 十 87z 一 20 考 デ B.108 
三 ( 娘 十 10)( 一 2) 
で ある か ら , 重根 を も つ 条 件 カノ =0 より 
7 デー10, 2. 
よっ て 求め る 接線 の 方 程 式 は 
g ニ ー10 ァ ー14 e gー2 ァ ー2 
で ある . 


( 2 ) 求め る 接線 の 傾き を zz と する と , 方 程 式 
gZ* 十 の z 十 c 三 22( ァ ー の 十 2 だ 十 好 十 c 
が 重根 を も つこ と に な る . 移 項 し て 
g7" 十 zz 一 の ゲー が 一 2( ァ 一 の 三 0 = 因数 分 解 で きる ! 
@( ヶ 十 り ( ァ ー の 十 が (>ー の 一 zz( ァ ー の テー0 者 *ー ジ ニー( ァ ー の (> 十 ) 
{2(* 十 り 十 6 一 (> 一 り テ 0 
(ZZ 十 7 填 の 一 22)( ァ ー の テ 0 


ーー サタ また は ァ ニ 』 
これ が 重根 で ある こと か ら = 判別 式 を 使っ て 
725( の 2 も よい . 


7 -. 7 が 三 2g7 十 ち . 
の 
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B.B10 


放物線 ? ヵ = ニ 2z* 十 巡 十 c 上 の 異な る 3 点 P,。Q,R の x 座 
標 を それ ぞ れ か ヵ の, 7 と する . 
(1) 直線 PQ の 傾き を ヵ で 表せ . 
(2) 点 R に お ける 接線 が 直線 PQ に 平行 で ある と き , ヶ を 
み 9 で 表せ . 


[アプ ロー チ > 図 を 描い て みる と 


ヶ が の と の の 間 に あ る らし いこ と 
が 分 か り ま す が , 実際 計算 する と , 
ヶ は の と の の 極め て 単純 な 式 で 表 
され ます . 点 R に お ける 接線 の 傾 
き は B.609 (2) の 結果 か ら 分 か り 


ます . 


分 子 を 因数 分 解 


する . B.110 (2) 』 


や B.609 と 同 
じ 計 算 ! 


ゲーg"ー( ヵ ー9)( ヵ 十 の ) 


カー で 約 分 する 


CS B.609(2) 革 


(1) P( ヵ 2 が 十 め 十 o), Q(2, gg“ 十 62 十 C) 
を 結ぶ 直線 の 傾き は 
(2 が 十 め 十 c) 一 (2g* 十 62 十 c) 
ヵ カー の 
_ の (ゲー の ) 十 が ヵ ー の ) 
み ヵ ー の 
_ g( ヵ 十 の )(》ー の 十 6( ヵ ーー の) 
ヵ カー の 
_ {2(2 十 の ) 十 (2ー の ) 
カー の 
三 e(p 十 の 十 5. 


( 2 ) 点 R に お ける 接線 の 傾き は 227 十 5 で ある 
か ら , 点 R に お ける 接線 と 直線 PQ が 平行 で ある た 
め の 条 件 は 

g( ヵ 十 の ) 十 6 三 227 十 5 


が 


注意 (1) に お いて 2 を ヵ に 近づけ る と 直線 の 傾き は 22 ヵ 十 2 に 近 づ 
く . これ は 点 P に お ける 接線 の 傾き に 等 し い (WW B. 609). 


$6 B 篇 (演習 問題 ) 78Z 


空気 抵抗 が 無視 で きる ほど 小さ いと き , 地表 か ら 打 ち 出 
され た 物体 は 地表 面 に 垂直 な 軸 を も つ 放 物 線 を 描く . 水平 


方 向 か ら 45" 上 向き に 地表 か ら 打 ち 出さ れ た 物体 が 100m 
先 の 地表 に 落下 し た . 最高 点 の 高き を 求め よ . 


これ は 「 放 物 線 」 の 語源 
で す . 右 図 を 見 な が ら , 放物線 の 接線 
の 意味 を 考え まし ょ う . 


隔 国 物体 が 描い た 放物線 を 含む 平面 
に 座標 軸 を 定め る . 物体 が 打ち 出さ れ 
た 点 を 原点 と し て 水平 方 向 に > 軸 を と 
り , 垂直 上 方 に 軸 を と る . また 物体 
が 落下 し た 地点 を (100。 0) と する . 
放物線 の 方 程 式 を 
ッ ーg7“ 十 十 と 
と お く . 2 点 (0, 0), (100, 0) を 通る こと か ら 人 打ち 出し た 点 と 
0 三 c 落下 し た 点 
0 三 10000z 二 1009  ……. 5 ニー100Z 
貞 つ 3G 電 ⑪ 人 は 
ッ デ gy*ー10027 mit ⑨ 


eK 人 
さて , 原点 か ら 打ち 出し た 角度 が 45' で ある と は , 半 接線 の 意味 
放物線 ② の 原点 に お ける 接線 の 傾き が 1 で ある と い 
うこ と で ある . ⑨② の 原点 に お ける 接線 の 傾き は 
ー100z で ある か ら , 接線 の 傾き は 


1 LSW B. 609 (2) 


ー1002 三 1 ・・ 2 三 ー570 


し た が っ て 。⑨ は 


3 
ター 100“ の 
と な る . 右辺 を 平方 完成 する と 


= 
100 


と な る か ら , 最高 点 の 高 さ は 25m で ある . 


(一 50)* 十 25 
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B.B1 ら 
0" ミ の ミ 180" な る の が 
2sin の 填 cos9 の = モ 1 ① 
を 満た す と き ,。 sin の 。 cos の の 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > B.204 の よう に cos の と sin の の 間 に 対 称 性 が な い の で , 

両辺 を 平方 し て も 無駄 で す . 未知 数 が , sin の , cos 9 の 2 つ で , 方 程 式 

が ① 1 つ だ け な の で , 未知 数 を 決定 で き な い の で は , と 考え る 人 も い 

る で し ょ う . し か し , sin の と cos の の 間 に は , つね に 
sin? の 二 cos?9 デ 1 mm ⑫) 

と いう 関係 が 成り 立っ て いる の で , ① と ⑨② の 連立 方 程 式 が 与え られ た 

と 思え ば よい わけ で す . 


① か ら ,。 cos の 9 デ 1 一 2sin の 9 … の it ①/ 
①' を sin?9 の 十 cos?9 モ 1 mh の ) 


に 代入 し て cos の を 消去 する と, 
sin* の 十 (1 一 2sin の )*ー1 
sin の (5sin 9 一 4) テ 0 
sin の 一 0 また は sin の = 
を 得る . 
sin の 王 0 の と き , ①' か ら cos の 1 
sin の = の と き , ① か ら cos 9 ニー ミ 
で ある の で 。 以上 まとめ て 


Sim 9 の = 


の =0 は 


cos の ー1 


cos の ー - 


[ 注 ] 単位 円 上 の 動 点 P(z。 の 
に 対し 。 動 径 OP の x 軸 か ら の 
回 転 角 を 9 と する と き , 

17 9 で ある の で 

ヶ 三 Sin の 
本 問 は 直線 27+ ァ =1 と 単位 
円 と の 交点 を 求め る こと に 相当 
|KCGVSI の 
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B.B13 


次 の 方 程 式 , 不等式 を 解け . 
だ た だ し 。 01 ミ の ミミ 1807 と 9 る 
(1) 2cosZ の 十 3sin 9 一 3= テ 0 
(2) 2cos29 十 3sin の 一 3 ミ 0 


[アプ ロー チ > sin"9 の 十 cos79 王 1 を 用 いれ ば , (1), (2) の 左辺 は , sin の の 
2 次 式 に 書き 換え られ ます . 


( 1 ) cosZ9=1-sin? の 9 を 用 いて ,。 与え られ 
た 方 程 式 を 変形 する と , 
2(1 一 sin* の ) 十 3sin 9 一 3 テ 0 9 4 
2sin?9 一 3sin 9 十 1 テ 0 
(2sin の 一 1)(sin 9 一 1) テ 0 


8i = テ また は sin の 1 


と な る . 
よっ て , 求め る 9 の 値 は 
230" また は 
9150" また は 
9 王 90" 
で ある . 


( 2 ) ①⑪) と 同様 に 変形 する と 
2sin?9 一 3sin 9 十 1=0 
(2sin 9 一 1)(sin 9 一 1)=0 


sin の こす また は sin の =1…① 


と な る が , つね に sin の ミ 1 な の で , 
① は , 


sin の 二 また は sin 9=1 


と 同値 で ある . 
よっ て , 求め る の の 値 の 範囲 は 
0" ミ の ミ 30" また は 
150" ミ の 9 ミ 180" また は 
の 9 三 90* 
で ある . 
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ee 
0" ミ の ミ 180" と する 。. 
(1) の の 方 程 式 
cos の 王 7 
が 解 を も つよ うな , 定数 7 の 値 の 範囲 を 求め よ . 
(2) 9 の 方 程 式 
sin* の 十 cos の 9ー-g2 デ 0 mtmtt 6W 
が 解 を も つよ うな , 定数 z の 値 の 範囲 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (2) で は , cos 9ー7 と 置き 換え れ ば ②④ は , の 2 次 方 程 式 
に な り ま す . 注意 し な けれ ば いけ な い の は , この 7 に つい て の 2 次 方 
程 式 の 実数 解 が . た だ ち に の 9 に つい て の 方 程 式 の 実数 解 に な る と は 限 
ら な いと いう こと で す . 


( 1) cos の た 。 。  。 。  。 ………… ① 
を 満た す の は , 原点 を 中 心 と する 単位 円 と 直線 ヶ ニ 7 
の 交点 を P として, 動 径 OP の x 軸 か ら の 回 転 角 で 
ある . よっ て , ① を 満た す 9 の (0* ミ 9 ミ 180") が 存在 
する 条件 は , 

ー1 ミ 7 ミミ 1 0 ね hdlhlit ② 


で ある . 
( 2 ) sin? の = テ 1 一 cos* の 9 を 用 いて ④ か ら 
sin の を 消去 し , ① と お く と , ⑳ は 
ー デ だ 十 / 十 1 CO ニン > の) 

2GK 介 

① で 定まる 9(0' ミ 9 ミ 180") は , (1) に より , 7 が ② 
を 満た す と き に 限り 存在 する . し た が っ て , の の 方 
程 式 の ⑦ が 0* ミ の ミ 180*" の 範囲 に 解 を も つの は , 7 の 
2 次 方 程 式 ⑥ が ② の 範囲 内 に 解 を も つと き , いい 換 
えれ ば ぱ , 

放物線 ッ ヵ ニ テー だ 十 十 1 …… ⑧ の ② の 部 分 と 

本 地 々 2 。 me ④ 
と が 共有 点 を も つと き と な る . 

よっ て , 左 図 よ り , 求め る の 値 の 徹 囲 は , 


ー1 ミ =g= テ 


で ある . 
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B.B15 」 

1, 2, > を 3 辺 の 長 さ に も つ へ ABC を 考え る . 
(1) へ ABC が 存在 する よう な の 値 の 範囲 を 求め よ . 
(2) へ ABC が 鋭角 三角 形 と な る よう な ょ の 値 の 範囲 を 求め よ . 
(3) へ ABC が 鈍 角 三 角形 と な る よう な ょ の 値 の 範囲 を 求め よ . 


[ 克 プ ロー チ > (1) 2, 2 c を 3 辺 の 長 さ に も つ 三 角形 が 存在 する た め 
の 条件 は 。 2 十 の >c。 2 十 c>6。 c 十 6 の で す . 
これ は , | 一 c| く 2 く 65 十 c と 同値 変形 で きま す . 
(2) 2, 2, c を 3 辺 の 長 さ と する へ ABC に お いて ,。 と 4< く 90" と な 
る 条件 は 
cos 4 ea2ee て ダー ど 
と な る こと で す . し た が っ て ,。 へ ABC が 鋭角 三角 形 に な る た め の 
条件 は 。 の ⑦ に 加え て , だく c 十 の 2 か つ CC く Z の 十 6? が 成り 立つ こと 
で す 。 逆 に , これ ら が 成り 立つ と き , 2 くめ 十 c, 2 く と c 十 @。c く 6 十 5 
も 成り 立ち ます . 


陣 還 (1) 長 さ 1, 2, > の 3 辺 を も つ 三 角形 が 存 
在 す る た め に は , 

1 一 2| く ヶ く 1 二 2 HU で の 3 …… ① 
で ある こと が 必要 十分 で ある . 


>0 二 生 だ なっ の 十 c< ロコ PCK つつ (の) 


( 2 ) へ ABC が 鋭角 三角 形 と な る た め に は , 


12<2? 十 2? 
2? こ z? 十 12 … 3 くく 5 ……… @) 
ァ y" ぐ 12 二 2? 

で ある こと が 必要 十分 で ある . 


( 3 ) へ ABC が 鈍 角 三 角形 と な る た め に は , まず 
① が 成り 立つ こと が 必要 で ある . 
これ に 加え , 以下 の 条件 が 成立 すれ ば よい . 

1i ) > が 最大 辺 の と き , 


タタ >12 二 22 ニー ァ ン 5 0 ……… ③ 
ii) 2 が 最大 辺 の と き , 
22025Ey2 いい の く 7090 IE22 ④ 


よっ て , ① か つ (③ ま た は ④) より 
1< ヶ </38 また は 5< ァ <3 を 得る . 


792 36 発展 問題 


B.B1B ー 

平面 上 に 3 点 0,。 0 0』 を 中 心 と する 半径 が それ ぞ れ 

カ 。 75。 25 (カン タン と ) の 3 つの 円 選 , CA が ある . と 

G⑥3MRNBeGs 55 CGC。 は 点 Q で 。。@G と の ほぼ 点 RI で AA それ ぞ 

れ 外 接し て いる . へ OiOzO。 の 内 接 円 の 半径 が 3 , 外 接 円 
の 半径 が 3 十 /3 で あり , ン ン PRQ= テ 60" で ある と き ,。 み , 


の 2 の 3 を 求め よ . 


[アプ ロー チノ 円 の 接線 に 関す る 性 質 や , 正弦 定理 。 三 角形 の 面積 の 公 
式 な ど を 用 いる 総合 問題 で す . 


へ OiO2O。 の 内 心 を | らく らき 
ZIPO02 テ ン IQOz 三 90" で ある の で , 
ZPI0z= テ ン PIQ 
テン PRQ60" 
PO。 テ PItan607* 
デーY3・/3 テ 8 …… ① 
また , 選 POzQ テ 180*ー ン PIQ テ 60* 
で ある の で , へ OiOzO で 正弦 定理 を 


Oi0。 
用 いる と, Sin60* ー2(3 圭 3 ) 


る =733+73) …… @ 
Ba z ジ KG へ OiOsOs の 面積 S は , ①, ⑨② の 下 で 


$= よ csin4 $= テ OzO・0zOssin60* 


= Te 
ん 2 十 2( 十 25) 十 2 


- イ ルキ (18 二 973 二 玉 )0 mitmtmtmtrt ③ 
と 表 さ れる . また , 一 方 で 。 へ OiOzO。 を I を 頂点 と 
する 3 つの 三角 形 に 分 割 す る こと に より 


se S ニ 73 (ムキ る =73(6+373) …… の 
も 成り 立つ したがって, ③, ④ か ら , 
20 二 2 に ん 7 が 三 W3(3HH200G)0 ANBRSess ⑤ 
ッ 


= と な り , ⑧②, ⑥⑤ を 連立 し 。 ム >zs を 考え て 


デー73(3+73 )7 
ク 三 3 填 2/3。。 7 三 78| | を 得る . 


+73(3 填 27 3 )=0 
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B.B1Z | ー 
鋭角 の を な す 半 直線 OX, OY 上 に それ ぞ れ 両 端 P,Q を 

お く 長 さ / (一 定 ) の 動 線 分 が ある . 

(1) P, Q に お いて それ ぞ れ OX, OY に 立て た 垂 線 の 交点 
を 華 と する と , OT の 長 さ は 一 定 で ある こと を 示せ . 

(2) OP の 長 さ の 範囲 を 求め よ . 

3) AOPQ の 面積 の 最大 値 を 求め よ . 


に 


アプ ロー チ > へ OPQ の 外 接 円 上 に 耳 が ある こと を 
見 抜け れ ば , 難 か し く あ り ま せん . 


(1) ZOPT= テ ン O0QT= テ 90" より , 四角 形 
OPTQ は ある 円 に 内 接し , OT は その 円 の 直径 で あ 
る . 一 方 , その 円 は 。 へ OPQ の 外 接 円 で も ある の 
で , その 半径 ア は 正弦 定理 に より , 


ん 
ンコ 2sin の . 


7 一 定 で ある . 邊 


ゆえ に , 0OT テ 2 アテ ー- 
Sin の 


( 2 ) まず , 右 図 に お いて P が O に 一 致し て ぃ る 状 
態 か ら P を 右 に 移動 で きる の で , OP=0 で ある 。. 
そこ で , 右 に 移動 で きる 限界 を 求め よう . 

時 RIZ: ウー 
(1) に より , OP は 半径 アテ 5 の 円 に 内 接する 
へ OP) の 1 辺 で ある の で , その 最大 は OP が その 


円 の 直径 


に 一 致す る と き で ある . 


ゆえ に ,。 0 ミ OP ミ て で ぁ る . 
Sin の 


Sin の 


( 3 ) PQ を 固定 し , 代り に へ OPQ の 外 接 円 上 を 
O が 動く と 考え る . へ OPQ の 面積 が 最大 と な る の 
は , PQ に 対す る 高 さ が 最大 と な る と き , すなわち , 
線 分 PQ の 垂直 2 等 分 線 と へ OPQ の 外 接 円 の 交点 
に 0O が 来 た と き で ある . よっ て , ム へ OPQ の 面積 の 最 
大 値 は 
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B.B18 
(1) 定 円 上 に 2 点 B, C を 固定 し , 点 A を B, C を 両端 と す 
る 1 つの 弧 上 で 動か す と き , へ ABC の 内 接 円 の 半径 が 最 
大 と な る の は , AB テ AC の と き で ある こと を 証明 せよ . 
(2) 三角 形 の 外 接 円 と 内 接 円 の 半径 を それ ぞ れ 如 , 7 ヶ と す 
る と き 。 つねに, 生 27 が 成り 立つ こと を 証明 せよ . 


アプ ロー チ > (1) が (2) の 重大 な ヒン ト に な っ て いる の で す .(1) で は , へ 
ABC の 内 心 を I と する と , BIC=90" 十 (1/2)ZBAC と な る こと は , 
中 学 で 学ん だ は ず で す 。 


(1 ) ZBAC ニ = 一定 で ある が 

AABC の 肉 心 を I と お く と ,BLCI は 

それ ぞ れ と B, ン ン C の 二 等 分 線 な の で , 
BIC=180* ーー 


ー90'+ スニ ーー 定 

と な る .。 よっ て ,。【 は ある 円 弧 BC を 描 
く . 内 接 円 の 半径 は , I か ら BC に 至る 

距離 で ある の で ! が 弧 BC の 中 点 に 来 た 
きき 上 の ) ま 的 
AB=AC の と き に 最大 と な る . 血 


( 2 ) を 定数 と し , 半径 の 円 に 内 接 
する 三角 形 ABC の 内 接 円 の 半径 を ヶ と 


し で , を の 最大 値 が 信 以下 で ある こと 


を 示せ ば よい が , (1) で 示し た 事実 に より , 
へ ABC は AB=AC の 二 等 辺 三角 形 で 
ある と し て 一 般 性 を 失 な わな い . 
そこ で , 頂 角 ン A を 29 と お く と 。 
ァ デ 27(1 一 sin の ) sin の 
ーー2Z(sin 9 一 テ ) + テ 
C (内 接 円 の 半径 の 求め 方 は KS デ A2.3Y) 
と な る . し た が っ て 。 つね に 
2 ァ 7 生 戸 が 成り 立つ . 時 


2cos の sin の 
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B. 1 ー 


1 辺 の 長 さ 22 の 正方 形 ABCD を 底面 と し , O を 頂点 と 
する 正四 角 雛 に お いて , 底面 と 斜面 の な す 2 面 角 が 45* の 
と き , 次 の 2 面 角 を 求め よ . 

(1) 向い 合う 2 つの 斜面 の 2 面 角 g. 

(2) と な り 合 う 2 つの 斜面 の 2 面 角 /. 


[アブ プ ローチ 2 面 角 の 定義 は , B.221 で 学び まし た . 


(1) 辺 AB, BC, CD の 中 点 を それ ぞ れ 
L, M, N と お く と , 向い 合う 2 つの 斜面 OAB, OCD 
の な す 角 は, LON で ある . 


方 形 ABCD の 中 心 で あり , 与え られ た 条件 より , 
OLH=45" で ある の で , 

Mk OL*+ON*--LN* 
さら に , LN=22 より , og=90" . COS@ 20L.ON 0 
( 2 ) 上 か ら OB に 下 し た 垂 線 の 足 を P と する と , 

MP1OB で も ある の で , と な り 合 う 2 つの 斜面 
OAB, OBC の な す 角 /』 は 。 ン LPM で ある . 
BL=BM=Z 
| ン LBM=90* 
まだ た だ 。 OLB 三 90*。LB 三 2。 0O 雪 22 ま まり! 

OB=yLBZ+OL*= ソ 2Z 二 (22)7 ニ 73 2. 

よっ て , ム へ OLB の 面積 の 2 倍 を 考え る と , 
OB・LP=LB・OL 


より LM=/22 


ピン ココ ーー ニ 


y 3 2・LP テ 2 g 
8 き ン LOBー の と お き , 
が 得 ら れる . LP= テ OLsin の Y2g 一 詞 。 
そこ で , へ LPM で 余弦 定理 を 用 いる と , と し て も よい . 
p 二 LP*+ 上 PMX 一 LM2 
0 2LP・PM 
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B.Bg0 


AB=z,。 BC=5(Z く の ) の 長方形 ABCD が ある . この 長 
方 形 を 対角線 AC を 折り 目 と し て , 頂点 D か ら 平 面 ABC 
に 引い た 垂 線 が 辺 BC 上 の 点 世 で 交わ る よう に 折り 曲げ る . 
1) DE の 長 さ を 求め よ . 

(2) 2 平面 ABC, ADC の な す 角 の の 余弦 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > まず , 折り 曲げ て 作ら れる 四面 体 の 見 取り 図 を 描き ま 
す . (2) で は , 三 垂 線 の 定理 が 必要 で す . 


(1) 平面 BDC が AB に 垂直 な の で 
ン ABD=90* 
BD=YAD* 一 ABZ=/ が ーー〆 

で ある が , これ より 
BD*+CD* ニ の =BC* 

ン BDC=90* 
そこ で , ZDBC= ニ ン CDE=o と お く と 


DE=BDsin ゥ ニア (2 


( 2 ) E か ら AC に 垂 線 EF を 下す と , 三 垂 線 
の 定理 に より , DFLAC と な る . 

よっ て ,。 2 面 ABC, ADC の な す 角 の は , 
DEFE で ある . 


の * 


と ころ で , CE= テ CD sin ce の テー テ 
で ある の で , 有 ン と ACB テ = と お け ば 
の @ 
EF= テ CE sin prm 
と な る 。 よう で 。 選 ADC 三 90| より 。 
DEF・AC テ AD・DC 


DF・7〆 十 ゲー が ・g 
/ 
DF=ー 
の * 
圭二 ER 闘 の 2 の 
ゆえ に , cos 0 記 十 二 計 2 だ 
8 に yg 十 / が 


で ある . 
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B.B 1 
中 心 O, 半径 2 の 円 を 底面 。A を 頂点 と する 母線 の 長 さ 
が 62 で ある 直 円 名 が ある . いま , 1 本 の 母線 AB の 中 点 を 
CC とし, C か ら 直 円 雛 の 側面 を 
(1) 1 巻 (2) 2 状 

し て B に だ 至る 最短 の 曲線 の 長き 4,。 。 ヵ を それ ぞ れ 求め よ . 
[アプ ロー チ > 平面 上 の 2 点 P,Q 間 の 最短 距離 と は , 線 分 PQ の 長き 
で す . で は , 円 雛 の 側面 上 の 2 点 B,。C 間 の 最短 距離 と は ? 


母線 AB に 沿っ て 切り 開く と, 右 図 の 
よう な 展開 図 と な る . BAB' 三 9 と お き 底 
円 の 円 周 を 考え る と, 
27・6g・36e 
が 成り 立ち ,。 これ より 9 の 60". 
(1) 直 円 雛 の 側面 上 で の 最短 の 1 巻き する 
道 す じ は , 右 図 の 平面 上 で , B か ら C' に 至る 
最短 の 道 す じ 。 つま り 線 分 BC' で ある 。. 
よっ て , と BC'A= テ 90" より 
ムー テ BC* 
=AB sin 60"ー3/3g. 
(2) 2 巻き する 道 す じ は , 右 図 の 平面 上 で , 
B か ら AB 上 の 点 P を 経て C に 向かう 道 す 
じ な の で , 線 分 の 長き さ の 和 BP+PC の 最小 
値 が 求め る 。 で ある . 
C の AB' に 関す る 対称 点 を D と する と , 
PC= テ PD で ある の で 
BP 十 PC じ =BP 十 PD=BD 
と な り , この 等 号 は P が BD と AB' の 交点 
に 来 た と き に 限り 成立 する . 
よっ て , 最短 の 道 す じ は 線 分 BD で ある . 
BAD テ 120*,。 AB=62, AD= テ 32 より , 
へ BAD で 余弦 定理 を 適用 すれ ば , 
ゲーAB*+ 上 AD“ 一 2AB・AD cos 120? 
ー(6 の (32 アー2.6Z・3-( =63Z 
ムー377g. 


三 2zZ 
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日 . 選 どど 


洛 図 @ ま うに AA BB CG タ DD。 
EE の 5 本 の 縦 棒 が 距離 Z の 間隔 で 並ん 人 イヤ イ イ ャ 
で いる . いま , 長き さ Z の 棒 5 本 を 図 の 点線 上 --- 上 --|-- 二 --- 
上 に 両端 が 縦 棒 上 に ある よう に 置い て ゆ [上 1. 
キテ も くさ つこ KM て MS SKIE 5: 
た だ し , 隣り 合う 縦 線 の 間 に は 少な く と 
も 一 本 の 横 棒 が 置か れ , また , 横 棒 同士 は 
つなが ら な いよ うに する 。 この と き 

(1) AA'。BB' 聞 に 置か れる 横 棒 の 本 数 

が ちょ うど 2 本 と な る 置き 方 は 何 通 りあ る か . 
横 棒 の 置き 方 は 全部 で 何 通 りあ る か . 


② 


[アプ ロー チ > (2) AA BB' 間 , DD'。 EE' 間 に 横 棒 2 本 を 置く 場合 
と , BB'。 CC' 間 , CC。 DD' 間 と で は 事情 が 異な り ます . 


左 か ら 順 に 置い * 園 還 (1) まず , AA BB' 間 に 2 本 横 棒 を 置く 
て ゆく が , 列 に 方 法 は , 4 本 の 点線 か ら 2 本 を 選ぶ こと で 決ま る の 
右 か ら で も か ま で 。,C。 通 りあ る . 残り 3 本 を 左 か ら 順に 1 本 づつ 
わな いき ら に 置い て ゆく . BB'。 CC 間 は , AA BB' 問 に 置い た 
人 e 2 本 と 隣り 合わ な い 2 ヶ所 の うち か ら 置 く 所 を 選ぶ 
ぁ 始 め て 際 り 合 の で 2 通り ある . CC。 DD' 間 は BB。 CC 間 と 隣り 
う 所 か ら 順 に 決 理 わ な い 3 通 り の 置き 方 , DD, EE 間 は , CC? 
め て いっ て も か DD 間 と 隣り 合わ な い 3 通り の 置き 方 が ある . 

まわ な い の で あ 以上 より , 求め る 置き 方 の 総数 は 

の 4CzX2xX3X3 三 108 (通り ) で ある . 


(2) 2 本 横 棒 を 置く 縦 棒 問 に 応じ て 場合 分 け す る . 

AA'。 BB 間 . また は DD'。 EE' 間 に 2 本 置く 場合 

(1) で 調べ た よう に それ ぞ れ 108 通り ある . 

BB CC' 間 . また は CC', DD' 間 に 2 本 置く 場 
上 と 同じ 注意 計 合 , (1) で 行なっ た の と 同様 に 横 棒 を 左 か ら 置い て ゆ 
4X。CzX2X3 三 72 諸 く こ と に より , それ ぞ れ の 場合 に 72 通り ある こと 

が わか る . 

以上 より , 横 棒 の 置き 方 の 総数 は 

108X2 十 72X2 三 360 (通り ) で ある . 
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日 . 巳 ら |ーー ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
1 つの 円 周 上 に 点 A, (7 王 1, 2, …… > 2) が ある . これ ら % 
個 の 点 の うち の 任意 の 2 点 を 結ぶ 直線 は , どの 2 本 も 平行 
で な く , どの 3 本 も A,(2 三 1。 2。…… > 2) 以外 の 同一 点 を 
通ら な い . この と き , これ ら の 直線 の 交点 の うち , 円 の 内 部 
に ある も の の 個数 Wi と 外部 に ある も の の 個数 > を 次 の 場 
合 に つい て 求め よ . 


(1) ヵ 三 4 の 場合 
(2) 一 般 の z(z=4) の 場合 


アプ ロー チ > 四角 形 AiAzAA4 の 対角線 の 交点 と 互い に 向い 合う 辺 
の 延長 の 交点 が , 円 の 内 部 , 外部 の いずれ に ある か を 考察 し ます . 


了 散 還 (1) Ai, Az, As。 A4 を 頂点 と する 四 Ai 
角形 を 作る . これ ら の 2 頂点 を 結ぶ 直線 の 交点 
で 円 の 内 部 に ある の は , 四角 形 の 対角線 の 交点 
だ け で ある . また , 互い に 向い 合う 辺 の 延長 は 
平行 で な いか ら 必 ず 交 わる . この よう な 交点 は 
2 個 で ,。 これ ら は 円 の 外部 に ある . 

まお SG5 

ルー1。 2 
で ある . 


(2 人 ん 人 A2。 Am ぅ A, から 4 点 を 選ぶ と , そ 

れ ら 4 点 を 結ぶ 直線 の 交点 で 円 の 内 部 。 外部 に 
ある も の は , (1) で 示し た 通り , それ ぞ れ 1 個 , 2 個 で 
ある . 

Az(2 三 1。 2。 …… 。 77) の 2 点 を 結ぶ 直線 の どの 3 
本 も 同一 の 点 を 通ら な いこ と か ら ,。 上 で 求め た 交点 
が すべ て 相 異 な る こと が わか る . よっ て , Wi は ヶ % 
個 の 点 か ら 4 点 を 選ぶ 方 法 の 個数 に 等 し く , W。 は 
その 2 倍 で ある . 
クラ 泥 が MG 


=。Ci 一 二 (ー1(mー2)(ー3) 


=2..C 二 令 0022(p9) 
で ある . 
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B.B ら 4 
1 か ら 7 まで の 整数 を 一 列 に 並べ る 順列 を 考え る . 並べ 

た 順列 を ヵ 。 22 …… g。 と 表す と と に する . すべ て の ?, 
1 ミ ? ミ 2 に 対し , 2, ミ 72 十 1 を 満た す 並 べ 方 は 何 通 りあ る か . 


| アプ ロー チ > まず に 目 を つけ る の が よい で し ょ う . 


の の 2 の の と 順に 数 を 選ん で ゆく と 考え る . 
会 1 二 1 王 2 の の 選び 方 は 1 と 2 の 2 通り ある . gz の 選び 方 は , 
の =2 十 1 一 3 。 計 1 と 2 と 3 の うち , 」 と し て 選ん だ も の を 除い た 2 


つか ら 1 つ を 選ぶ 2 通り ある . いま , を ミ 一 2 と 
[の 8 の か ら の ぇ まで 選ん だ と する 。 の ヵ +1 の 選び 方 
は , 1 か ら ん 十 2 まで の 数 の うち ヵ , …, 2 と し て 
選ん だ ん 個 の 数 を 除い た 2 数 か ら 1 つ を 選ぶ 2 通り 
ある . のみ - ュ まで 選べ ば , gz は 残り の 数 と し て 自動 的 
に 決ま る . 以上 より , 条件 を 満た す 並 べ 方 は 
2 (通り ) 
で ある 。 


[ 注 ] 上 の 解答 で は , 各 Z: に 対し て 1 か ら ヵ の 整数 の うち の 1 つ を 
対応 させ た が , 逆 に , 1 か ら 7z, まで の 各 整 数 を 何 番目 に 並べ る か , と い 
う 決 め 方 も で きる . この と き は , か ら 始 め て 大 きい 順に 決め て ゆく 
(2 の 


尊 化 式 は 「 数 A」 ァ ( 洒 化 式 を 用 いた 解き 方 ) 

で 学ぶ 内 容 で は 求め る 並べ 方 の 個数 を S(z) と 表す こと に する . 
ある . 一 1 の と き は S(1) 三 1 で ある . 次 に , S( ヵ 十 1) を 
固定 され た 1 つ  c(/) で 表す こと を 考え る . 整数 ヵ 十 1 を 並べ る 場 


Se 所 は ヶ ヵ 番 目 と ( ヵ 十 1) 番目 の 2 通り の 選択 。 す な わ 
ム > ち 。 z 士 1 三 g』。 2 十 1 三 Z 誠 1 の 2 つの 場合 が 考え ら 
ZZoK< 細 隣り 合う 


2 つの ヵ に 対す れる. z 十 1 王 gx+」 を 満た す 並べ 方 は , 問題 の 条件 
る 問題 の 関係 に を 満た す 1 か ら 7z ま で の 整数 の 並べ 方 と 同じ で ある . 
注目 する の で あ 一 方 , z 十 1 三 2, を 満た す 並 べ 方 は , 2 ヵ :ーz 十 1 と 
る . gn を 入れ か える こと に よっ て , % 十 1ーg 誠 1 を 満 
た す 並 べ 方 に 1 対 1 に 対応 すけ られ る . し た が っ て , 
本 当 に 1 対 1 対 邊 S(z+1) ニ 2S(z) と な り , S(1)= ニ 1 より , S( ヵ = 
応 に な る か 確か と な る . 
め て ほし い . 
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サイ コロ を 4 回 投げ て , 回 目 に 出 た 目 を 2。 と する 。. 


(の 2 き 。 人生 22 く の as 全 の 4 と な る 目 の 出 方 は 何 通 り ある なか. 


[アプローチ > 2 ミ の , の 3 ミ の 4 の 等 号 が 成り 立つ 場合 と そう で な い 場 
合 で 分 ける の が 地道 な 行き 方 で し ょ う . 他 に , 重複 組合 せ の 公式 を 示 
す と き に 使っ た 考え 方 を 用 いる 方 法 が あり ます . 


m く の 2 く の く の 4。 の ー の くく の て の 4 
の く の 2 ぐ の s 三 の 4。 の ーー の s く の 三 の 4 
の 4 つの 場合 に 分 け て 数 える . 
(1) る くく の 3 く g4。 と な る 場合 
この と き は 6 つの サイ コロ の 目 か ら 4 つ 選 ぶ 方 
法 を 数 を 上 げ れ ば よい か ら , 
seC。 三 15 (通り ) ある . 
(2) る ニ の く 2s く 2。 と な る 場合 
と この と き は 6 つの サイ コロ の 目 か ら 3 つ 選 ぶ 方 
法 を 数 を 上 げ れ ば よい か ら , 
eCs 三 20 (通り ) ある . 
(3) くく 2。 三 6。 と な る 場合 
(2②) と 同じ で , 
20 (通り ) ある . 
(4) gz。 く g 三 6。 と な る 場合 
6 つの サイ コロ の 目 か ら 2 つ 選 ぶ 方 法 を 数 え 上 
げ れ ば よい か ら , 
eCz 三 15 (通り ) ある . 
以上 合わ せ て 
15 十 20 十 20 十 15 三 70 (通り ) 
ある . 


ム 三 の, 6 三 gs 十 1, 三 gs 十 1 ム 三 4 十 2 
お く と ,。 の 人 ミ の く の ミ の 4。 1 ミミ 6 (7 一 1。…,。 4) 
を 満た す (2:。 の 2。 の 3 @4) と ム く あく が く が 

1 ミ ム の. ミ 8 (? 三 1 に ) 4) を 満た す ( ヵ , の 5。 6, ) 
と は 1 対 1 に 対応 する . よっ て , この よう な 

(か 。 6, が, み ) の 個数 を 数 える に 衝 aC4 三 70 (通り ) 
と な る 。 
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B.B 
長き 1 の 棒 が た くさ ん ある . これ を 平 
面 上 に 右 図 の よう に 並べ る こと に よっ て , 
一 辺 が z の 正三 角形 を 作る . この と き 
(1) 辺 の 長 さ が 1 の 正三 角形 は いく 
つ あ る か . 
(2) 必要 な 棒 の 本 数 は いく ら か . 


[アプ ロー チ > 大 き な 三 角形 を , 横 の 段 に 分 け て 考え ます . (2) は 正三 角 
形 の 対称 性 を 利用 し て み ま す . 


了 還 (1) 各 段 に ある 辺 の 長き が 1 の 正三 角形 の 
個数 は 一 つ 上 の 段 に ある 正三 角形 の 個数 より 2 つ 多 
い 。 

よっ て ,。 上 か らん 段 に ある 正三 角形 の 個数 は 
(2 を 一 1) 個 で ある . よっ て , 辺 の 長 さ が 1 の 正三 角 
形 の 個数 は 全部 で 

1 十 3 十 …… 填 (2z 一 1) テ z" ( 個 ) 


(2) 左 図 に お ける 辺 z と 平行 に 置か れ て いる 棒 の 
本 数 を 求め る と , 第 を 段 の 下辺 に 並べ さら れ て いる 棒 
の 本 数 が を 本 ある こと より , 全部 で , 


1 土 2 十 PCCCCD + ァ ー テ が ( タ 1) (本 ) 


ある こと が わか る . 

辺 2。 辺 c と 平行 に 置か れ て いる 棒 の 総数 は それ 
正三 角形 を 回 転 令 ぞ れ , 辺 z と 平行 に 置か れ て いる 棒 の 総数 と 等 し い . 
きせ て みれ ば わ よっ て , 求め る 本 数 は 
か る . 


3x テ zz+1= テ (p1) (本 ) 


で ある . 


[ 注 ] ①) の 結果 を 用 いて 割 と 容易 に (2) の 結果 を 得る こと も 出来 る . 考 
えて みて 下さ い . 


$ 6 B 篇 (演習 問題 ) 203 


3 種類 の 文字 。 の, c を 使っ て , 文字 の 並び (単語 ) を 作 
る . 但し , “6zc” の よう に 異な る 3 文字 が 連続 する こと の な 
いよ うに する . この と きみ 文字 か ら な る 単語 の 総数 を Wz 
と お く . W。 を 求め よ . 


[アプ ロー チー1 か ら z 三 3 ぐら いま で , 実際 に 単語 を 書き 下 し て 
み ま す . z 文 字 の 単語 の 右側 に 1 つ 文 字 を つけ 加え て z 十 1 文字 の 単 
語 を 作る と き , どの 文字 を 加え る こと が 出来 る で し ょ うか ? 


了 還 一 1 の と き , 2, 2, c の 3 単語 が ある . す な 
わ ち Wi=3. 
z 三 2 の と き , 2g, の, cc,。 そし て 2 の ,。 gc。 62, 
の c, cg,。 6 の 9 単語 が ある . すなわち W。= テ 9. 
さて , z 三 3 の と き を 考え る . 22。 62。 cc に 対し 
て は 2, ,。 c の どの 文字 も 右側 に つけ 加え る こと が 
で きる が , 4 の 。 gc, 22, 2c, cg, c の の 各 単 語 に 対 
し て は , それ ぞ れ まだ 用 いら れ て いな い 1 文字 以外 
の 2 文字 を 使う こと が で きる . る つま り , 用 いら 
W。=3xX3 十 6X2 三 21 れ た 2 文字 
と な る . 
一 般 に , z 文字 か ら な る 単語 の うち , 最後 の 2 文 
字 が 同じ で ある 単語 の 総数 を A, 最後 の 2 文字 が 
異な る 単語 の 総数 を B。 で 表す こと に する と , 


W。ーA。 十 B。 
AA ュ ーA。 十 B, A ゥ =3 
BB ュー2A。 十 B。。 B。 テ 6 8 ・・・ 2 の な る 
な る 関係 式 を 得る . 単語 に 1 文字 加 
これ に より , A。, B。。 A4。 B。 を 順に 求め る と えて 最後 の 2 文 
| 際 層 MP 
に する た め に は , 
0 に EAR 
0 で な く て は な ら 
W4 テ A4 寺 B,ー51 な い . 


[ 注 ] {W は 。 Ws2 デ W 十 2W (z 三 1 2 Eo ) と いう 関係 を 
満た す . 


202 3$6 発展 問題 


B.B 


①) 


1 か ら 7 まで の 自然 数 を 空 で な いん 個 の 部 分 に 分 ける 場 
合 の 数 を Sz( ゐ を ) で 表す こと に する . z>2 の と き , 次 の 数 
を それ ぞ れ 求め よ . 

Sz(z-1  (⑫ Sz2-2) ⑬ S② 


[アプ ロー チア 一 般 の S,() を 求め る の は や っ か いで す が , ん が 7 一 1 
2。 2。 の よう な と き は 何と か な り ま す . 


ある 1 つの 自然 


数 (た と えば 1) 
に 注目 . 


陸 還 (1) z-1 個 の 部 分 へ の 分 割 は , どの 2 数 
を 同じ 部 分 に 属さ きせ る か で 決ま る . すなわち , 2 数 
の 選び 方 で 決ま る の で , その 場合 の 数 は 


S ヵ -)=C デリ 


で ある . 

( 2 ) 2 個 の 部 分 へ の 分 割 は , ① 3 数 か ら な る 
部 分 1 つと 1 数 か ら な る 一 3 個 の 部 分 に 分 ける 仕 
方 と , ⑨ 2 数 か ら な る 部 分 2 つと 1 数 か ら な る ヵ 一 4 
個 の 部 分 に 分 ける 仕方 , の 2 つの 場合 が ある . 

① の 場合 3 数 か ら な る 部 分 に 属す る 3 数 の 選び 
方 で 分 割 が 決ま る の で , その 場合 の 数 は 。C。 通り 
で ある . 

② の 場合 ヵ =4 の と き , 分 割 は 2 数 か ら な る 部 分 
に 属す る 4 数 ム < く 2 くく 4。 と 。 の と 同じ 部 分 に 
属す る 数 の 選び 方 で 決ま る . その 場合 の 数 は 
。C。X3 一 き g( カ ー 2)( ヶ 一 2)(z 一 3) 通り で ある . 

カー の SO り で あり , や は りこ の 表示 が 成 
By/ 屋 2 館 議 周明 用 


S。( ヵ ー9) ニ 。Cs 寺 語 x( み 一 1( ヵ ー2)( み ー3) 


ー 字 な ( ヵ ー1)( ヵ ー2)(3 ヵ ー5) 


(3 ) 2 つの 部 分 へ の 分 割 は , 2 か ら z まで の 自然 
数 それ ぞ れ に 対し , 1 と 同じ 部 分 に 属す る か 否 か 指 
定 す る こと で 決ま る . た だ し , すべ て 1 と 同じ 部 分 
りな し た が っ て 

Sa(2②)ー2"“ー 
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選 . ら ビー 
円 S の 3 等 分 点 を と り 。 それ ら を 

結ん で 出来 る 正三 角形 の 内 接 円 を ラ う 
S」 と する .。 を ん を 正 の 整数 と し て , 5 

の 3 等 分 点 か ら 3 点 を と っ て 三角 
形 を つく る . その 三角 形 の 3 辺 の う 

ち S と 交わ る か 接する も の が 1 本 以 
下 で ある よう な 3 点 の 選び 方 の 総数 


を 求め よ . . 
アブ ロー チッ > 三角形 の 1 つの 辺 が S」 と 交わ る た め の 必 要 十 分 条件 を 


その 辺 の 両端 が 円 周 上 で どの くら い 離 れ て いる か で 表し ます . 問題 が 
や や こと し く 思 われ る 人 は , を を 多少 大 きく と っ て , 三角 形 と S」 が どの 
よう な 関係 を 取り うる か いろ いろ 調べ て みて 下さ い . 


S。 上 の 3 等 分 点 か ら 2 点 A, B を と る . 線 
分 AB が ③」 と 交わ り も 接し も し な いた め に は 。B 
が A か ら 反 時 計 ま わり に 数 えて 3 ん 等 分 点 7 個 進 ん 
だ 所 に ある と する と , 7 くん,。 また は ヶ >2 を で ある 

こと か が 必要 十分 で ある . 

3 等 分 点 か ら 反 時 計 ま わり に 順に A,B,C を と 
る . B は A か ら 反 時 計 ま わり に 数 えて 3 ん 等 分 点 7 
個 進 ん だ 所 に あり , C は B か ら 。 個 進ん だ 所 に あ 店 < 十 8 十 7 テ 3 ん 
り , A は C か ら / 個 進ん だ 所 に ある と する . AB, 
BC, CA の うち , ふ , と 交わ り も 接し も し な いも の 
が 2 本 以上 ある た め の 条 件 は , e, 2, 7 の うち , ち ョ [ 注 ] 参 照 

ょ うど 2 つが ん 未満 と な る こと で ある . さて < ん 
ァ く を と な る よう な 順 で A, B, C を 取る こと に す この よう な 
る . する と , 上 の よう な 3 点 の と り 方 は , 3 等 分 点 ABC の 順序 は 
の うち の 一 点 A と , 2, 7 ヶ の 取り 方 で 完全 に 決定 さ 1 台 り で ある . 
れる . よっ て , その 個数 は 

3 を ・( ぁ ーー1)* (通り ) 

で ある . 


[ 注 ] 「2, 8 7 の うち , 少な く と も 2 つが < ゐ 。 また は >2 ん 」 と い 
う 条 件 は 。。 十 6 十 73 を の 下 で は 「g,。 2 7 の うち , ち ょ うど 2 つが 
くん た 」 と 同値 で ある . 各自 確 め て ほし い . 
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B.B30 
赤 球 10 個 と 白 球 20 個 を よく まぜ て 袋 に 入れ て ある . こ 
の 袋 か ら 13 個 の 球 を 一 度 に 取り 出す と き , その 中 に 赤 球 が 
2 個 (0 ミ z ミ 10) 含ま れる 確率 を , と する . 
(1) , を 組合 せ の 個数 の 記号 と ヵ を 用 いて 表せ . 
(2) 選 が 最大 と な る z を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (2) で は , 万 ,』」 と 万, の 大 小 を 比較 する こと に よっ て , % 
が 変化 する と き 用 , が どの よう に 変化 する か 調べ ます . 


(1) 30 個 の 球 か ら 13 個 の 球 を 取り 出す 場 
合 の 数 は soCi。 通り で ,。 その うち , 赤 球 が z 個 , 白 
球 が (13 一) 個 で ある 取り 出し 方 は 。 joCz・soCis-。 
通り で ある . よっ て , 


as 0Cz・20Cis- ヵ 
の, ニーーーー ニ ーーー 一 
s0Cis 


(2 ) 0 ミ zs ミ 9 の と き 。 戸 」」 と 選 の 大 小 を 比較 


する 。. 
アア, ュ に 10Cz+1*20Cis-(z+1) 4 30Cis 
万 s0Cis Co0Cs- ヵ 
10! ま 20! 
。 (z 填 1)!(9 一 の! (12 一 の !(8 十 の! 
。 Z!(10 一 ! (13 一 の!(7 寺 の! 
10! 20! 
_ 10 一 め 3- め 
(z 十 1)(8 十 2) 
(82(G4 
分 母 分 子 の 大 小 革 (10 一 の (13 一 一 (2 填 1(8 十 2 ミー32z 十 122 
を 見 る た め に 差 / 請 
5 ーー な の 7 
os っ の 2591 の と コン 1 Hp らち ちろ 


ル 和 を を の と き 36 すなわち ,。 用 く P。 で あ 


2 

用 こく 乃 く 用 く 万 > 懇 > 及 …… 
これ より , が 最大 と な る み の 値 は 4 で ある こと 
が わか る . 
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B. ヨコ 1 
石 , 鉄 , 紙 が 描か れ た 札 が それ ぞ れ 50 枚 あ る . これ か ら 


B 君 が 50 枚 を 選び , その 後に A 君 が 50 枚 を 選び , 各々 手持 
ちの 札 か ら 無 作為 に 1 枚 を 選ん で ジャ ン ケ ン を 行う . 

(1) B 君 が 選ん だ 後 の 残り の 札 は 紙 が 一 番 少な く , 石 と 
鉄 は 同数 だ っ た . A 君 は 勝つ 確率 を 最大 に する た め に 
どの よう に 札 を 選べ ば よい か . また , この 時 の A 君 の 勝 
つ 確 率 を 求め よ . た だ し B 君 の 石 の 札 の 枚数 を 9 と する . 

(2) 1) の 状況 の 下 で , A 君 の 勝つ 確率 を 最小 に する た め 
に は , B 君 は 石 , 鉄 。 紙 を それ ぞ れ 何 枚 ず つ 選 べ ば よい か . 


アプ ロー チア まず A 和 君 , B 君 の 石 , 鉄 , 紙 の 枚数 に 応じ て , A 君 , B 
君 の 勝つ 確率 が どう な る か 調べ て お きま す . 


了 還 A 君 が 石 , 鉄 , 紙 それ ぞ れ ら のみ, (50 一 み ー カ ), 計 A 君 が 勝つ の は 


記 寺 (の 請 9 」 590 一 み ー か .50 一 2 の か. の また は ( 紙 , 石 ) 
50 50 50 50 50 50 の 場合 . 


ー っ 66 (2500+( ヵ +@)(39 一 50) 一 100g 


( 1) 32 一 50 く 0 だ か ら か 十 の が 最小 に な る と き , る B 君 の 札 は 紙 が 

A 君 の 勝率 は 最大 と な る . ここ で 一 番 多い か ら 50 一 2g> の . 
A 在 の 鉄 の 枚数 三 50 一 ( ヵ 十 のみ ) 倒 こ れ を 最大 に し た い . 

で ある か ら , B 君 が 取っ た 残り の 鉄 の 札 (50 一 ) 枚 


を A 君 が すべ て 取れ ば よい . この と き カカ 十 g テ g な 
の で 


ao 
アー55jo (3 の ー150g 十 2500) 
と な る 。 


(2) 2 の 取り 得る 値 の 範囲 は 0s2 ミ 16 で ある . る 3g 一 50<0 
この と き ,。 ア を 最小 に する の 値 を 求め る と 
il 
6 2500 
より 9 三 16 な る 。 レ た が つら で B 痢 は 下 仙 
鉄 , 紙 を それ ぞ れ 16 枚 , 16 枚 , 18 枚 選べ ば よい . 


(3(g ゥ 一 25)“ 十 625)} 
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學 epos 
な ぜ 証 明 を する の か 


三角 形 の 内 角 の 和 が 180" に な る と いう こと は ,。 誰 で も 知 
っ て いる 。 教え られ て 覚え る の に 苦労 は な い だ ろ うし , か な 
り 疑 い 深 い 人 で さえ 三角 形 を 100 個 も 描い て みれ ば いや で も 
納得 する だ ろう 。 そ れ で は な ぜ 証 明 す る の か 。 

「 太 陽 の か けら を 庭 に 持っ て 来れ ば 冬 で も 暖か い だ ろ うと 
いう よう な と ん で も な いこ と と は いく ら で も 考え る けれ ど , 証 
明 を し よう な ど と は 思い も よら な いで す よ 」 と 言わ れ た こと 
が ある 。 な る ほど 世 の 多 く の い と な み の 中 に あっ て 数 学 の 証 
明 と は た いそ う 風 変り な も の の よう だ 。 

小学 生 の と き な ぜ か 「 ふ た つの 直線 が 交わ る と 反対 側 に 同 
じ 大 き さ の 角 が で きる 」 と いう こと に 気づい た こと が あっ た 。 
そり あたり まえ だ と いう 考え と 中 な ぜ だ ろう 」 と いう 
疑問 が 交錯 し た 。 そ れ か ら 2, 3 日 気 に し て いた の だ ろう , 
ある と き ふ と 「180" か ら 同 じ 角 を 引く と 同じ 角 が 残る か ら 
だ 」 と いう 考え が 浮か ん だ 。 そ の と き の 嬉 し さき は いま も 胸 に 
残っ て いる 。 そ し て 得意 に な っ て 話し た 先生 か ら 「 証 明 」 と 
いう 言葉 を 聞い た 。 

さて 中 学生 に な っ て まもなく , これ に 似 た 問題 が 教室 で 出 
され た 。 ところが, 友達 も 私 の よう に 悩み 私 の よう に 楽し な 
だ ろう と いう 期待 は みごと に 裏切ら れ , 彼 等 は いと も た や す 
く こ の 問題 を 解決 し て つぎ の 間 題 に と りか か っ て いる 。 そ の 
と き の 落 胆 は や は り 胸 に 残っ て いる 。 

数 学 を 修得 する 上 で 大 切な の は ,「 い か に 証明 する か 」 を 沢 
山 覚 を る こと で は な く , 「 証 明 を 与え る 喜び 」 を 味わう こと だ 
と 思う 。 ぐ 証明 > と は , 単に 正 し さ を 保証 する だ け の 手続 き 
で は な く , 我々 の 認識 を 明る く 照 ら す ぐ 賠 明 シシ で も ある の で 


は な か ろう か 。 


1 1. 探究 入 


本 篇 で は , 数 学 1 に 登場 する 数 学 的 概念 の うち , 


教科 書 や 中 級 の 参考 書 で は , さり げ な く 通 り 過 ぎ て い 
る (ある い は , 無自覚 に 飛ば し て いる ) も の 

や 
「 指 導 要 領 」 の 制約 の た め に , 本 来 の 自然 な 発展 的 記述 
を 中 断 さ れ て いる も の 


を , 意欲 高い 読者 の た め に , 項目 別に まとめ た も の で ある 。. 


と ころ に よっ て は , 理解 に 困難 を 感 ず まお こと も ある だ ろう が , 
あま り 神 経 質 に な ら ず に 。 何 回 も 繰り 返し て 読ん で も らい た い . 
自分 の 興味 の ある 項目 を , ひろ い 読み する だ け で も , も ちろ ん 良 
い . 


270 


B.1 2 次 方 程 式 と 2 次 不等式 


2 次 方 程 式 
g7* 十 の 十 c 三 0 DONODCO め 
と 2 次 不等式 
gZ“ 十 の z 十 c>0 cetete 人 5 
の 解法 に つい て は , 第 1 章 で 学ん だ 通り で, 両者 の 解法 の 基礎 に 
ある の は , 2 次 式 の 因数 分 解 
gZ” 十 克 十 c 三 バァ ー の (テー の 0 ……… (*) 
で ある . 2 次 方 程 式 の 場合 は , この 後 , 数 の 基本 性 質 
2 0 6 三 0 
(「 積 が 0 と な る の は , 少な く と も 一 方 が 0 の と き 」) 
に 基づい て , 解 
ァ ー デ の また は ァ ー/ 
を 導く . あり 
一 方 , 不等式 の 場合 に 基本 と な る の は , 実数 の 基本 性 質 
2 の (20 訴 の 語り 
ま 7ga(XSGG0O 目 かつ 引く 0) 
(「 2 数 の 積 が 正 と な る の は 。 2 数 が 同 符号 の と き 」) 
で ある か ら , これ を 使う こと が で きる た め に は , (*) の 右辺 の 
e。 / が 実数 の 範囲 に 見 つか ら な けれ ば な ら な い . 
判別 式 ゲー42c く 0 の と き は , こ の よう な 実数 o。/ が 存在 し 
な い の で , 数 学 I の 範囲 で は , 
ぐ ⑳ の 解 は 存在 し な い 
と な る が 。 他 方, 不等式 に つい て は , 平方 完成 と いう , 特別 の 
技巧 を 用 いる こと に より 
Z>0 の と き は 実数 全体 
Z く 0 の と き は 存在 し な い 
が 導 か れる . 類似 と 相 異 が 錯 続 す る この 2 つの テー マ を 。, 現 指導 
要領 は , 2 次 関数 ヵ テ gz* 十 z 十 上 の グラ フ を 想い 浮か べ る こ 
と に よっ て , < 直観 的 に > 納得 する こと を 求め て いる . 


@ の 解 は ] 
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) @. 由 方程式 と 関数 ( 


「 方 程 式 を 解く の に , 関数 の グラ フ を 利用 する 」 経 験 は 。 本書 
の B 篇 を 勉強 し た 読者 は 相当 に 積ん だ は ず で ある が , 「 方 程 
式 」,「 関 数 」。「 グ ラフ 」。…… と いっ た 概念 の 意味 と 区 別に つい 
て , 自信 を も っ て 答え られ る 読者 は 。 どれ ほど いる だ ろう か ? 
具体 的 な 場面 で の 解説 は すでに 行っ て 来 て いる の で , ここ で 
は , や や 一 般 的 な 立場 か ら 述 べ よう . 

まず , 方 程 式 と は , 未知 数 と 呼ば れる 文字 を 含む 等 式 で ある . 
さら に 正確 に いう と , この 等 式 を 満た す 未 知 数 の 値 を 求め よう 
と いう 意図 を も っ て , この 等 式 に 臨む と き , これ を 方 程 式 と いう 
の で ある 。 たとえば, 等 式 

グー NE で まあ ① 
に お いて , を 与え られ た 定数 と し て , ① を 満た す ァ の 値 を 求め 
よう と 考え る と き に は ,。 > に つい て の 方 程 式 で あり , 反対 に , > 
を 与え られ た 定数 と し て , ① を 満た す 4 の 値 を 求め よう と 考え 
る と き に は , に つい て の 方 程 式 と いう . それ ぞ れ の 解 は 


回 の に 9 の (ご に ーー 
4 宛 


g 三 0 の と き な し , ァ ー テ 0 の と き な し 
と な る 。. 
さら に , と を 同格 の 未知 数 と し て , ① を 2 と と に つい て の 


方 程 式 と 見 る 立場 も あり うる . 当然 解 は 無数 に あり , 


6 三 2 6 一 1 rg デー1 
ァ ー テ 議 た 大玉 まま 】 


は , すべ て 解 で ある . この 解 の 集合 を 
ze 平面 に 図示 する と , 右 の よう な 双 曲 


線 に な る . これ が , > と gZg に つい て の 方 
程 式 の グラ フ で ある . 
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他方 , z を , 値 が 変化 する 変数 と し , > の 値 の 変化 に 応じ 
て , 変数 z の 値 が 決ま っ て いく と 考え る な ら ば ぱ , 方 程 式 に よっ 
て , 変数 の 値 に 変数 z の 値 が 対応 する 関数 が 定め られ て いる 
こと に な る . 前 ペー ジ の 曲線 を , この 関数 の グラ フ と 呼ぶ こと も 
ある . 

数 学 に 頻繁 に 登場 する 重要 な 関数 と し て は ,。 この よう に 方 程 
式 を 使っ て 表 き れる も の が , 圧倒 的 に 多い . つ まり, 未知 数 ァ , 
ヶ に つい て の 方 程 式 ? ニ 7( ァ ) を 使っ て ,「z を 決め る と ? が 決 
まる 」 関 数 が 表 さ れる の で ある . 

以上 を まとめ る と , 次 の よう に な る . 


[まとめ ] 
(1) 2 つの 未知 数 z。 〉 に つい て の 方 程 式 
(>。 9 の ) テ 0 
が 与え られ た と き , これ を 満た す >, ヶ の 組 (>, ヶ ) を 座 
標 に も つ 点 全体 の 作る 集合 を ,「 方 程 式 (z, ヶ ) 三 0 の グ 


シン タン 人 時 2 じい I ウ ) 計 
(2) 変数 > に 変数 ヶ を 対応 させ る 関数 が , 
ター が ( 々 ) 
と いう 方 程 式 で 表 さ れる と き , この 方 程 式 の グラ フ を 
「 関 数 め ニ (z) の グラ フ 」 と いう . 


7(y) 
,9 を 未知 数 変数 x を 決め る と, 
と 見 る と き 変数 ヵ が 決ま る 
と 見 る と き 


ク 7 タ ? 


-) @. 刀 最大 値 は 無限 大 ? ( 


2 次 関数 
ヶ 三 の Z*" 十 6Z 十 c (2,。 の , c は に 定数, 2 キ 0) 
に お いて 。, 
g>0 の と き は , 最小 値 は ある が 最大 値 は な い 
陸 の と き は , 最大 値 は ある が 最小 値 は な い 
と いう と と は , 第 1 章 で 詳し く 学 ん で いる 。 しかし, 「 無 限 大 」 と 
いう 言葉 や ,. これ を 表す 記号 co を 知っ て いる 読者 は , 
gZ>0 の と き は , 最大 値 は 無限 大 (co) 
< く 0 の と き は , 最小 値 は 負 の 無限 大 (一 oo) 
で ある と 考え た く な る の で は な い だ ろ うか ? (実は , 若き 日 の 
著者 の 1 人 は , こう 考え て いた .) 
この 疑問 に 答え る た め に は , 初め に , 「 無 限 大 」 と いう こと ば 
で , 何 が 表現 きれ て いる か を 精密 に と ら え る 必要 が ある .「 い か 
な る 数 より も 大 きい 数 」 と いう 定義 は , 一 見 も っ と も らし い が , 
傍点 部 分 に 注意 すれ ば , 予 (ほこ) と 盾 (た て ) の 故事 を 連想 させ る 
論理 的 困難 を 夜 ん で いる こと が わか る .「 い か な る 数 より も 大 き 
いも の 」 と いい か えて みた と ころ で 。 今度 は 。「 も の と は 何 か ? 」 
と いう , より 深刻 な 問題 が 残る ば か り で ある . 日 常 的 な 言語 を 使 
っ た いか な る 定義 も , 結局 は , これ ら と あま り 変 わら な い . 
そこ で , 普通 の 数 学 で は , 
「 ぃ い くら で も 大 きい 数 が 存在 する 」 。。 ……… (*) 
と いう 命題 を 基本 的 な も の と し て 受け 入れ る . (*) に 対応 する 事 
実は , 日 常 生 活 で は , 
「 上 に は 上 が ある 」 
と 表現 きれ る . これ は , 要する に 
「 一 番 上 の も の は な い 」 
と いう こと と で ある . 数 学 で は , これ を 
「 最 大 値 は 存在 し な い 」 
と 表現 する の で ある . 
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) @.23 関数 , 変換 。 写像 。… ( 


高校 以上 の 数 学 で は , 中 学 で 学ん だ 「 関 数 」 以 外 に ,「 変 換 」, 
「 写 像 」 と いう 語 が 頻繁 に 登場 する . どれ も 実質 的 に は 違わ な い 
の で , あま り , 神経 質 に 区 別 す る 必要 は な い が , 安心 の た め に , 
ここ で きち ん と 整理 し て お こう . 


[定義 | メ , を 空 で な い 集合 と する . 

又 の 任意 の 要素 > に 対し , これ に 対応 する の 要素 ヵ が 
た だ 1 つ 存 在 す る と き , この 対応 を 。 か ら YT へ の 写像 
と W ゆ いぬ 。 記号 / な ど で 表 す 。 ま た 訓 写 像 / に より 2 が Z に 
対応 する こと を , ヶ テ ( 々 ) と 表す . 

と くに , 双 , が 数 の 集合 で ある と き は , 写像 を 関数 と 
呼ぶ . 

また , メニ T の 場合 に は , 写 像 を 変換 と 呼ぶ こと が ある . 
厳密 に 書 こ うと する と , こん な 面倒 な 表現 に な る が , 数 学 に お い 
て , 実際 に 問題 と な る の は , 次 の よう な 場合 で ある . 
> が 実数 値 を と っ て 変化 する と き の , 関数 ヵ ー ァ ” は 

メニ アー ニア (実数 全体 ) と し て , か ら へ の 写像 で ある . 
実数 値 を と っ て 変化 する パラ メタ 7 で 表 さ れる 動 点 

P(7。 だ ) は , ニア (実数 全体 ) か ら ヤー ニア“ (平面 全体 ) へ の 

写像 を 考え て いる こと に な る . 

[ 例 3 ] 点 P(。? ヶ ) が 平面 上 を 動く と きこ れ に 対応 する 動 点 
Q( 十 9?。 ァ メー?) を 考え ん る こと は 。 ダー アー テア? (平面 全体 ) と 
し て ,。 か ら 補 へ の 写像 を 考え る こと に 相当 する . この よう 
な 場合 , 平面 上 の 点 の 変換 と いう . 
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) @ 局 図形 の 移動 ( 


に 仙 / 


点 思 伴 玉 の を: 2 

(1) 方 向 に ? 方 向 に だ 平生 M 
移動 する と , 2 
点 Pi(y 十 6 の 。 9 十 の に Na レン jp 

(2) 原点 に 関し て 対称 移動 する と 。 P___ 1 OO - 
点 Pz( 一 >。 一 》) に ! 2 『 

(3) 軸 に 関し て 対称 移動 する と 。 ! 2 ゴ 
点 Pa(y。 一 め ) に コー ンー Pe れ 

(4) ヶ 軸 に 関し て 対称 移動 する と 。 


点 P 人 (一 >。 ヶ ) に 
(5) 直線 ヵ ニ ァ に 関し て 対称 移動 する と , 点 Pa( ヶ 。 >) に 
それ ぞ れ 移る . 
それ で は , 方 程 式 
げ ( ァ 。 ? ヶ ) 三 0 GO ① 
で 表 さ れる zz 平面 上 の 曲線 は ,。 どの よう な 曲線 に 移さ れる だ ろ 
う か. 


[定理 ] 曲線 〇 を 
(1) 方 向 に 2, ヶ 方 向 に の だ け 平 行 移動 する と , 
曲線 /(xー2。 ヶ ー の の) テ 0 に , 
原点 に 関し て 対称 移動 する と , 
曲線 (一々 。 一 0 に , 
軸 に 関し て 対称 移動 する と, 


曲線 /(。 一 の =0 に , 
ヶ 2 軸 に 関し て 対称 移動 する と, 
曲線 /( 一 >。 の 三 0 に , 
直線 ?= ァ に 関し て 平行 移動 する と , 
曲線 (2, ァ *) テ 0 に , 
それ ぞ れ 移る . 


証明 : (1) 問題 の 平行 移動 は , 点 (>。 2) を , 
2X6 の SE | 提 記 記 記 5 寺 ee ⑨) 
アテ ッ 十 め DOQGGO ③ 
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で 定まる 点 (, T) に 移す “写像 " で あり , 我々 の 目的 は , 
この 写像 に よる ① の 像 を 求め る こと , すなわち , 点 (z,。 9) 
が ① 上 を 動い た と き 点 ( ダ , ) の 描く 軌跡 を 求め る こと で 
ある . 
点 ( メ , T) が 求め る 軌跡 上 に ある . 

を つづ ①, ②, ③ を 満た す >, ヶ が 存在 する 

で テー メー,。 7? テア ー5 が ① を 満た す 

ぐつ 7 ダー,。 ヤー の = テ 0 
で ある か ら , 写像 ②, ③ に よる ① の 像 は , 

ア ( ァ ー6。 2 一 の = テ 0 


と 表せ る . 
(2②) て (5) に お いて も 同様 に , 
ダニ テー ァ ダニ ッ と 
② 1 OM に 2 
ダー ン ジ 人 を 一 / 
の ⑮) 了 こ 


で 与え られ る 写像 に よる ① の 像 を 求め れ や ば よい . 血 


1 直 線 ヵ 一 2 三 w( ァ ー の ) 
放物線 ヵ ー5 王 ( ッ ーg)" 
は , それ ぞ れ 
直 線 ッ 王 Z 
放物線 ゥ テー ァ * 
を (1) の よう に 移動 し た も の で ある 。. 


2* 方 程 式 わが ヵ ヶ に つい て 解け る と き , ① は ,。 ある 関数 (>) 
を 定め る . さら に ① が につい て も 解け る な ら ば , 関数 9(z) は 逆 
関数 を 持つ . この と き , 曲線 7/(z。 の 0 は ヶ テ 9(>) の グラ フ 
で あり , (5) で 求め た 曲線 /(》, >) 三 0 は , この 逆 関 数 の グラ フ と 
な る . 


C 篇 (探究 依 ) 27Z 


) 選 司 図形 の 変形 ( 
(放物線 は , みな 相似 ) 
?y 平面 上 で , P(>。 ヶ ) と する と , 
(1) Pi(2z。z) は , P を x 軸 方 向 に | 
2 倍 の 位置 に 伸ばし た 点 
(2) Pz(z, 22) は , P を ? 軸 方 向 に 
2 倍 の 位置 に 伸ばし た 点 
(3) Ps(2z, 22) は 原点 を 相似 の 中 
心 と し て , 2 倍 に 拡大 し た 点 
で ある . それ で は ,。 方 程 式 7/(z, の) ニテ 0 
で 表 さ れる zy 平面 上 の 曲線 に 対し , 
(1) 2z。 2 ヵ ) テ 0 
(2) 7(z,。22)= テ 0 
(3) 7(2z。22) テ 0 
は , それ ぞ れ どん な 曲線 を 表す で あろ うか ? (1), (2②), (3) は どれ 
も 似 た よう な も の だ か ら , (1) の 場合 を 一 般 化 し た 次 の 定理 を 証 
明 し よう . 


| [定理 ] 曲線 C : 7(z。 の 0 に 対し 。 これ を ょ 軸 方 向 に Z 
倍 に 伸ばし た 曲線 C* は , 方 程 式 
2 y)=0 


4 


| で 表 さ れる . た だ し , は 0 で な い 実 数 と する . | 


証明 : 点 (z, ヶ ) を , x 軸 方 向 に 2 倍 に 伸ばし た 点 を , ( ズ , ) 
と お く と 
アニーZ と り 4 
| 
と いう 関係 が ある . よっ て , 
点 ( ズ 。 也 ) が C' 上 に ある 


を つつ 点 (?, の =( 訪 Y) 
が C 上 に ある 
* つ 7 池 . 切 =0 


5 


に / 


で ある . 


ク 7 ぎ 9 


ゆえ に , C' は , 方 程 式 


ァ 
る y)=0 
で 表 さ れる . 岬 
ここ で 証明 され た こと を 応用 し て , 放物線 
万 : ッ ー ッ 用 : ヵ 22Z2 
の 関係 を 考え て みよ う . 
用 の 方 程 式 は , 互 の 方 程 式 に お いて , 


ヶ の か わり 1 


と お いた も の に ほか な ら な いか ら , 万 は , 
用 を ? ヵ 軸 方 向 に 2 倍 に 伸ばし た 
も の と 考え る と と が で きる 。 
一 方 , 万 の 方 程 式 に お いて 
ァ の か わり に ア 72 ァ z 
と お いて も , 必 の 方 程 式 が 得 ら れる か ら , 
乃 は , 


口 ミト [ ) テ F っ 
万 を ヶ 軸 方 向 に ヶ 倍 に 伸ばし た 


も の で ある と も いえ る . 
さら に また , 互 の 方 程 式 に お いて 
> の か わり に 2>z 
ヶ の か わり に 2 ヶ 
と お いて も , 必 の 方 程 式 が 得 ら れる の で 
履 は , 
及 を 原点 を 相似 の 中 心 と し て 訪 倍 に 相 
似 拡 大 し た 
も の と 考え る こと も で きる 。 
一 般 に , gz^(2 キ 0) は 。 ティ” に お い 
KG⑤ 
層 の か わり に 2Zz 
ヶ の か わり に gy 
を 代入 する こと に よっ て 得 ら れる か ら , 放 物 
線 gーcy” は , o の 値 に よら ず 放 物 線 ゅ = ァ * 
に , 相似 で ある . 
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っ @. 「 同 様 に 確か らし い 」 と は ( 


確率 の 議論 で は ,「 同 様 に 確か らし い 」 と いう 表現 を よく 使う . これ 
は , 場合 の 数 の 割り 算 に 基礎 を お く 確 率 計算 に お いて は , 本 質 的 な こ 
と で ある . 

「 コ イン を 2 回 まで 投げ られ る . 1 回 で も 裏 が 出 た ら 負 け 」 と いう ゲ 
ー ム を する と する と , ゲー ム の 進行 は , 次 の 3 通り だ け で ある . 


2 回 目 表 …… 勝ち 

1 
回 目 2 2 回 目 裏 PC こい 負け 
1 回 目 豪 "  …… 負け 


この うち , 負け は , 2 通り ある . この こと か ら ,。 この ゲー ム で 負け る 
確率 は 人 で ある と 推論 する こと の 誤り に つい て , 詳し く 解 説 する 必 


要 は ある まい .「1 回 目 表 2 回 目 表 」「1 回 目 表 2 回 目 裏 」 と 

「1 回 目 裏 」 が 同様 に 確か らし く な い の で ある 。. 

し か し , よく 考え て 見 る と , 表裏 同型 で も な い コ イン を 投げ て , 表 
と 裏 が 出る の が な ぜ 同 様 に 確か らし い の か は , 自明 で は な い . コイ ン 
投げ の 実験 を 繰り 返す こと で 。 相対 頻度 を 計測 する こと は で きる が 
その 相対 頻度 が 正しい 確率 の 値 に 必ず 近づい て いく 保証 も な い ( 表 。 
裏 同様 に 確か らし い コ イン の 場合 で は ,100 回 投げ て すべ て 表 が 出る 


100 
と いう 確率 は ( ) だ け あ る /). 数 学 で は , コイ ン 投げ に お いて 。 


「 表 が , より 出 そ う だ , と も , 反対 に 裏 が 出 そ う だ と も , まっ た くい 
えな い 」 と いう こと を 。 両者 が 同様 に 確か らし い ( ど ちら も も っ と も 
ら しい) と いう の で ある . 

現実 の 現象 に お いて は , この 前 提 が 正しい と は 限ら な い . (100 円 玉 
と 500 円 玉 で は 違う か も し れ な い . ) そ の 場合 に は , 確率 の 考察 の 出発 
点 と な る 根元 事象 に , 等 し く な い 確 率 を 割り ふる と ころ か ら 始 め な け 
れ ば な ら な い が , その 割り ふり が 正しい こと 自身 は , 数 学 的 に 証明 す 
る こと は , で き な い . この 意味 で , 確率 論 の 現実 へ の 応用 は 意外 に 難 


し い の で ある . それ に し て も , 「 確 率 」 が 上 の よう な 意味 で ある と 理 


解 し た 上 で , 「 本 日 の 降水 確率 は 50% で す 」 と いう 天気 予報 を 聞い て 
みる と 。 な ん だ か お か し いで すね . 


に ご を 科 3 1 


- 
「 - ふさ 才 が 束 も YA p 笑 棒 の 知 *"* * 科 球 義 っ 10 20 生得 
Y (りう < も Ia 才 ま ご A! だ る) We 半 の 
ず ea = 1U も 1 に ET ー に を us で ず き 
タ | 。 


』 
lg 
9 コー 他 か PS の EL3 ia 
1 雪 を は る J 衝 。- フ トコ UNI み / そっ はら 4 ル bi 


3。 旭 5 売 店 WNW す 動 ュ 5 を 9 に 還 
= ュ な きよ サワ で 0 の.T AA J ュ , 計 が! 


' 二 プ ト M ォ て 42 で に 衣 xy* 4 oi 
か P コ @ 計 包 向 身 3 9 が 2 3 お 20 あ Medk 7 放 ま 
| の も て コキ 商 ) Ed | こび 0 凍 二 M 4 
K OF で エト ak っ に > 1fO 抽 0 生 1 
5 人 知 っ 6 や 1 合 hWI 29 で まい ーー い 13 者 還 
ト _- ーー 7 っ は みれ 科 -、 < are5 .、 』 ま を )W AVEoW We 

LM 4 は ドア Ri 者 叶 当る いう SAY 人  「 
ピ 回 す <!h5 さら か Mo ゆ 「 反っ 6 が * 
還 邊 いす rv 
『 二 伯 mit 2 さか 作 et 1 孤 2 


| | WC TI 
香代 が 疾 さ の ぐう ゞ さる. は 委 さ Je で < た 

- で = キ 区 N る 正 Gb 硬い 7RNdas 
、 3 生得 二 馬 や 9 守 < wc の 
93 5% う 本 床 ロ GL7 ま 来 4 に in に 


H 4 

の 間 た で AT: LIES た いい | 
に に 5 (PB Ag に さ 和 : ' 
人 _ ー の 


索 


引 


各 項 目 の 事項 を 記載 し て ある 箇所 を 示す の に , 
A 篇 (基礎 理論 ) に 関し て は , 小節 の 番号 と 共に ( ) 内 に ペー ジ も 


記し て お いた 。 
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B 篇 (演習 問題 C 篇 (探究 ) に 関し て は , 当該 番号 の み を 示し て 


ある . 


留 あ 免 


「 明 ら か 」 Repos(57) 
移動 (図形 の ) G.5 
1 次 方 程 式 IG デ 方 程 式 
因数 分 解 A5.12(168) 


ーー の 基本 公式 A5.12(168) 
に よる 2 次 方 程 式 の 解法 


A1.5(12) 
角形 の 対角線 A3.3(85) 
ヶ 次 式 C デ 整 式 
2!(z の 階 乗 ) A3.5(92) 
演算 

実数 の 一 一 A5.3(157) 
集合 の 一 一 A5.10(165) 
円 順列 A3.6(94) 


留 か 入 


解 

方 程 式 の 一 一 
不等式 の 一 一 

2 次 方 程 式 の 

ーー の 判別 

ーー と 係数 の 関係 
階 乗 (z!) 
解 と 係数 と の 関係 
2 次 方 程 下 の 一 一 
解 の 公式 

2 次 方 程 式 の 一 一 
外 接 円 
三角 形 の 
確率 
ーー の 意味 
ーー の 基本 人 性質 
ーー 一 の 計算 
組合 せ 論 的 一 一 


事象 の 一 一 


の 半径 


A1.3(10) 
A1.8(15) 


A1.6(13) 
A1.7(14) 
A3.5(92) 


A1.7(14) 
A1.5(12) 
A2.3(55) 
A4.2(125) 
A4.3(128) 
A4.3(128) 


A4.2(126) 
A4.2(125) 


クダ 


数 学 的 一 一 A4.2(126) 

統計 的 一 一 A4.2(126) 
合併 (が っ ぺい ) 

2 つの 集合 の 一 一 A5.10(165) 
加法 

実数 の 一 一 A5.3(157) 
関数 

ーー の 値 A1.1(3) 

ーー の グラ ラフ A1.1(5) 

ーー の 古典 的 定義 A1.1(2) 

ーー の 一 般 概 念 C.4 

ーー の 定義 域 A1.1(3) 

ーー の 値 域 A1.1(3) 
期待 値 A4.5(137) 
共通 部 分 

2 つの 集合 の 一 一 A5.10(165) 
虚数 単位 A5.8(161) 
空 事象 A4.1(125) 
空 集合 A5.9(164) 
組合 せ A3.7(95) 
組合 せ 論 的 確率 A4.2(126) 
グノー モン A3.2(83) 
形状 決定 "三角 形 の 形状 決定 
結合 法則 

実数 の 加法 。 乗法 の 一 一 

A5.3(158) 

減 法 

実数 の 一 一 A5.3(157) 
交換 法則 

実数 の 加法 。 乗法 の 一 一 

A5.3(158) 

恒等式 A5.14(170) 
根 Gy 解 
根元 事象 A4.1(125) 


久 さ 入 


最大 値 ・ 最 小 値 
2 次 関数 の 一 一 
ーー の 意味 
三角 形 数 
三角 形 と 三角 比 
三角 形 の 形状 決定 
三角 形 の 面積 の 公式 
三角 雛 (すい ) 数 
三角 比 
鋭角 の 一 一 


ーー の 基本 公式 


ーー の 拡張 ( 鈍 角 の 三 


三角 比 相互 の 関係 
三角 比 の グラ フ 
試行 
事象 
ー 一 空間 
根元 一 一 
事象 の 確率 
指数 
ー 一 法則 
四則 演算 
実 根 
実数 
ーー と その 人 小数 表示 
実数 解 
写像 
斜 辺 
重 解 


A1.2(9) 
(@59 
A3.2(81) 
A2.3(53) 
A2.3(56) 
A2.3(54) 
A3.2(84) 


A2.1(46) 
1 
A2.2(51) 
角 比 ) 
A2.2(50) 
A2.1(48) 
A2.2(52) 
A4.1(124) 


A4.1(125) 
A4.1(125) 
A4.2(125) 
A5.5(159) 
A5.5(159) 
A5.3(157) 
A1.6(13) 
A5.1(156) 
A5.2(156) 
A1.6(13) 
C.4 
A2.1(46) 
A1.6(13) 


集合 の 基礎 (要素 ・ 表 し 方 ) 


ーー の 演算 
重根 
樹 形 図 
循環 小数 
順列 
同じ も の が 含ま れ 
て いる と き の 一 一 
重複 一 一 
小数 
実数 の 
乗法 (実数 の ) 
証明 
除法 (実数 の ) 
真 部 分 集合 
数 学 的 確率 
数 直線 
数 の 並び 
図形 数 
図形 
ーー の 移動 
ーー の 変形 
正弦 
正弦 定理 
整 式 
正 接 
正方 形 数 
積 事象 
積 集合 
積 の 法則 
接線 の 傾き 
絶対 値 
全 事象 


表示 


A5.9(163) 
A5.10(165) 
A1.6(13) 
A3.4(91) 
A5.2(157) 
A3.6(92) 


A3.6(93) 
A3.6(95) 


A5.2(156) 
A5.3(157) 
Repos(208) 
A5.3(157) 
A5.9(164) 
A4.2(126) 
A5.1(156) 
A3.1(80) 
A3.2(81) 


C.5 

C.6 
A2.1(47) 
A2.3(53) 
A5.11(167) 
A2.1(47) 
A3.2(81) 
A4.3(129) 
A5.10(165) 
A3.4(89) 
B.609 
A5.4(158) 
A4.1(125) 


クダ ヌ 


全体 集合 A4.1(125), A5.10(166) 
相 加 平均 B.603 
相乗 平均 B.603 
た 弥 

対角線 数 A3.3(85) 
対辺 A2.1(46) 
多項式 A5.11(167) 
単位 円 A2.2(50) 
単項 式 A5.11(167) 
値 域 A1.1(4) 
中 線 定理 

パッ ポス の 一 一 B.210 
重複 組合 せ A3.8(97), B.321 
重複 試行 A4.4(135) 
重複 順列 A3.6(95) 
通 分 A5.13(169) 
定義 域 A1.1(3) 
定数 関数 A1.1(3) 
展開 A5.12(168) 
統計 的 確率 A4.2(126) 
同値 変形 

不等式 の 一 一 A1.9(16) 

方 程 式 の 一 一 A1.3(11) 
同様 に 確か らし い A4.1(125), C.7 
同類 項 A5.11(167) 
独立 (試行 の ) A4.4(131) 
ー 一 (事象 の ) A4.4(134) 


独立 試行 の 乗法 定理 A4.4(132) 


22Z 
ド ・ モ ル ガ ン の 法則 A5.10(166) 


B.405 
トレ ミー の 定理 B.213 
な 

内 接 円 
三角 形 の 一 一 の 半径 A2.3(55) 
2 項 定理 A3.9(98) 
2 次 関数 A1.2(6) 
ーー の 値 域 A1.2(9) 
ーー の 最大 値 ・ 最 小 値 A1.2(9) 
ーー 一 の 正 値 条 件 A1.12(21) 


ーー 一 の 非負 値 条 件 _A1.12(21) 


2 次 不等式 _A1.11(18 一 20),C.1 
ーー の 解法 A1.11(17) 
2 次 方 程 式 
ーー の 解法 A1.5(11) 
ーー の 解 の 判別 A1.6(13) 
2 面 角 B.221, B.619 


場合 の 数 A3.4(88) 
排 反 (事象 の ) A4.3(130) 
排 反 事 象 の 加法 定理 A4.3(130) 
パス カル の 三角 形 A3.3(86) 
パッ ポス の 中 線 定理 B.210 


反復 試行 A4.4(135) 
判別 式 A1.6(13), B.108 
ピタ ゴラス の 定理 A2.3(54) 
標本 空間 A4.1(124) 
複素 数 A5.8(161) 
ーー の 相 等 ・ 四 則 A5.8(162) 
不等式 A1.8(15) 
ーー の 基本 的 な 扱い A1.9(16) 
ー 一 の 同値 変形 A1.9(16) 
2 I デ 2 次 不等式 
プトレマイオス の 定理 B.213 
部 分 集合 A5.9(164) 
分 数 式 A5.13(169) 
分 配 法則 (実数 の ) A5.3(158) 
平行 移動 
グラ フ の 一 一 A1.2(7) 
平方 完成 A1.2(6) 
平方 根 A5.6(160) 
ーー を 含む 計算 A5.7(161) 
べき A5.5(159) 
ヘロン の 公式  A2.3(55), B.215 
変換 C.4 
変数 (@82 
包含 (ほう が ん ) 関 係 A5.9(164) 
方 程 式 A1.3(10), A5.14(170) 
ーー の 解 A1.3(9) 
ーー と 関数 C.2 
ー 一 と し て 同値 A1.3(10) 
1] 次 A1.4(11) 
2 次 A1.5(11) 
放物線 A1.2(6), B.611 
補 集 合 A5.10(166) 


留 ま 久 


交わ り A5.10(165) 
未知 数 (@ 
無限 小数 A5.2(157) 
無限 大 C.3 
結び (合併 , 和 集合 )  A5.10(165) 
無理 数 A5.1(156) 
久 や 
約 分 A5.13(169) 
有限 小数 A5.2(156) 
有理 化 A5.7(161) 
要素 A5.9(163) 
余弦 A2.1(47) 
余弦 定理 A2.3(54) 
余 事象 A4.3(128) 
ーー の 確率 A4.3(129) 
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隣 辺 A2.1(46) 
累乗 A5.5(159) 
連立 不等式 A1.10(17) 
和 事 象 A4.3(129) 
ーー の 確率 A4.3(130) 
和 和 集合 A5.10(165) 
和 の 法則 A3.4(88) 
ーー と 集合 の 要素 の 数 と の 関係 
A3.4(90) 

ー 一 と 集合 の 要素 の 個数 
。 A3.4(90) 
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居 六 紀 知久 記紀 斗 調 


ふじ た ひろ し 


藤田 宏 

明治 大 学 理工 学部 教授 , 東京 大 学 理学 部 名 誉 教授 
学生 時 代 に すでに 数 学 教育 の 重要 性 を 認識 。 本 
書 の 前 身 「 東 大 へ の 数 学 」 を 執筆 , 研究 教育 ・ 学 
術 行政 の 要職 の 合間 を ぬっ て , 数 学 教育 国際 委員 
会 日 本 代表 文部 省 教 育 課程 審議 会 委員 , 数 学 オ 
リン ピッ ク 財 団 理事 長 な ども 歴任 され , 数 学 教育 
に 関し 国際 的 ・ 国 内 的 に 活躍 し て いら っ し ゃ いま 
2 


な が お か りょう すけ 
沈 介 
大 東 文化 大 学 法学 部 教授 
「 東 大 に 入っ て 最も 良かっ た こと の 1 つ は 藤田 
宏 先 生 に めぐ りあ えた こと 」 と いう こと で ,「 大 学 
へ の 数 学 」 と の 出会い も , 藤田 ゼミ 時 代 . 技術 的 
数 学 に 飽き た ら ず , その 意味 を 求め て 「 数 学 史 と 
数 学 教育 に さま よい 込ん だ 」 と いう こと で 。 今 で 
< 答 は 「 趣 味 は 数 学 教育 」 だ そう で す . 
= 東大 や 早 大 で も 講義 を な さっ て いる の で , 先輩 
た ち に は 。 先生 に 習っ た 人 も いる か も し れ ま せん 
よ 2 


な が お か や す ょ ふみ 
2 ヾ 


台 予 備 学校 教科 専任 講師 

大 学 を 出 て , 最初 は , 駿台 甲府 高校 で 教え て い 
らっし ゃ っ た の で す が , いま は 有名 な 「 ス ンダ イ 」 
の 先生 で す . 若い 情熱 と 誠実 な 教え 方 で , 生徒 の 
信頼 と 尊敬 を 集め て いら っ し ゃ いま す . 

受験 指導 の 現場 を 数 多く 経験 し た 立場 か ら " 使 
いや すく ” “わか りや すい "「 大 学 へ の 数 学 」 の た 
め に 多く の 提案 を 出し て 頂き まし た . な お , 先生 
は 長岡 亮介 先生 の 第 さん で す . 
の の ぐ 研 文書 院 の へ へ 
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